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Úvod

Tento studijńı text navazuje volně na skriptum Fyzika pevných látek [1] vydané prvńım autorem v roce
2012. Obsah byl poskládán tak, aby seznámil studenty př́ırodovědných obor̊u se základńımi metodami
popisu optických vlastnost́ı pevných látek. V prvńı části se probere potřebná teorie a ve druhé části
se potom aplikuje na popis tř́ı základńıch jev̊u: magnetooptického, elektrooptického a akustooptického.
V této vědńı oblasti byla publikována již celá řada velmi kvalitńıch knih, ale převážná většina publikaćı
je dnes dostupná pouze v anglickém jazyce. Snahou autor̊u bylo napsat skriptum, které by ulehčilo
student̊um náhled do problematiky optických vlastnost́ı pevných látek i t́ım, že je v českém jazyce.

Jako základńı text pro seznámeńı se s celou klasickou optikou lze doporučit knihu P. Malého: Optika
[2] nebo anglicky psanou knihu E. Hechta: Optics [3]. Velmi obsáhlý výklad klasické optiky je možné naj́ıt
např. v knize D.H. Goldsteina: Polarized Light [4], která je doplněná i o aplikace jako je elipsometrie. Jako
ucelený souhrn matematiky, která se v optice použ́ıvá, lze doporučit knihu Matematický aparát fyziky od
J. Kvasnicy [5]. Pro zopakováńı základ̊u kvantové mechaniky je vhodná např. kniha L. Skály [6].

Optika anizotropńıch krystal̊u je tématem publikaćı Polarization of Light (S. Huard) [7] nebo Optical
Waves in Crystals (A. Yariv, P. Yeh) [8]. Daľśı vybraná kniha – Handbook of Nonlinear Optical Crystals
[9] je typickým př́ıkladem velmi precizńı publikace ruských autor̊u s popisem optických parametr̊u všech
technicky významných a použ́ıvaných optických materiál̊u. Popisu jev̊u a aplikaćı z oblasti magnetooptiky,
elektrooptiky a akustooptiky se věnuj́ı již zmı́něné knihy [7, 8], ale také velmi obsáhlá kniha Fundamentals
of Photonics [10] autor̊u B.E.A. Saleha a M.C. Teicha. Starš́ı vydáńı této knihy je možné si přeč́ıst i ve
vynikaj́ıćım českém překladu Základy fotoniky [11], který byl vydán v Praze v roce 1996 ve čtyřech
svazćıch.

[1] [2] [3] [4] [5]

[6] [7] [8] [9] [10]

[11] [12] [13] [14] [15]

Knihy doporučené pro doplňuj́ıćı studium, přesné citace jsou uvedeny v kapitole Literatura na str. 33.
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Pokročileǰśımu čtenáři je možné doporučit knihy zabývaj́ıćı se optikou polovodič̊u jako Semiconductor
Optics [12] nebo knihu zaměřenou na kvantový popis optických vlastnost́ı polovodič̊u Quantum Theory of
the Optical and Electronic Properties of Semiconductors [13]. Na úplný závěr našeho výčtu jsme nechali
dvě kńıžky z oblasti nelineárńı optiky. Autorem prvńı z nich je Y.R. Shen (The Principles of Nonlinear
Optics) [14] a autorem druhé je R.W. Boyd (Nonlinear Optics) [15].

Seznam jmenovaných kńıžek, které se věnuj́ı problematice optických vlastnost́ı pevných látek, by mohl
být mnohem rozsáhleǰśı, ale daľśı hledáńı přenechme vlastńı iniciativě čtenáře. Nav́ıc mnoho zaj́ımavých
text̊u je i na internetových stránkách známých univerzit. Jak je známo, dlouhé vysvětlováńı může snadno
zastoupit jeden obrázek a dynamiku nějakého procesu je možné nejsnáze pochopit z reprezentativńı
animace. Neńı možné zde vypsat všechny zaj́ımavé internetové odkazy, ale bez obav:

”
Kdo hledá, najde.“

Ve druhém vydáńı byla skripta doplněna o kapitolu 10, která se věnuje nelineárńı optice. V této
kapitole je pak uvedena celá řada relevantńıch citaćı, které jsou ocitované v kapitole Literatura na str.
33.
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Fotografie uměle vyráběných nelineárńıch krystal̊u BBO (BaB2O4).
Převzato z webu: https://raicol.com/bbo/bbo-for-fhg

Rozložeńı atomů kolmo na optickou osu a podél osy.
Převzato z WIkipedie: https://en.wikipedia.org/wiki/Barium_borate
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Př. 2: BBO typ I a II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

10.3.3 Geometrie fotonových pár̊u generovaných v BBO typu I . . . . . . . . . . . . . 11

10.3.4 Geometrie fotonových pár̊u generovaných v BBO typu II . . . . . . . . . . . . 11

10.3.5 Spektra barev v SPDC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

10.3.6 Efektivita SPDC procesu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

Př. 3: Kolmé vektory . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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10.1 Co znamená lineárńı a nelineárńı optika

Dř́ıve se lidé domńıvali, že světlo v látce lze vždy chápat jako harmonickou vlnu, která je projevem lineárńı
odezvy prostřed́ı na dopadaj́ıćı elektromagnetické pole. Důsledky této linearity jsou následuj́ıćı:

1. index lomu n, nebo absorpčńı koeficient α nezáviśı na intenzitě světla,

2. plat́ı princip superpozice optických vln, které se lineárně skládaj́ı a v závislosti na fázi vzájemně
interferuj́ı,
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3. světlo z jednoho svazku, které se v látce překrývá se světlem druhého svazku s jiným směrem š́ı̌reńı,
se vzájemně neovlivňuj́ı,

4. světlo v látce neměńı svou frekvenci ω.

V dnešńı době, kdy máme k dispozici lasery, můžeme generovat optické pole, jehož elektrická složka
má intenzitu srovnatelnou s elektrostatickými silami vazeb v krystalické látce, 105–108 V/m. Je zřejmé,
že pokud takto silné pole p̊usob́ı na pevnou látku, nelze již očekávat jednoduchou harmonickou odezvu
této látky [10]. Je to analogické s mechanickým namáháńım látky. Pokud mechanické napět́ı překroč́ı mez
pružnosti, nelze již pro deformaci látky použ́ıt jednoduchý Hook̊uv zákon lineárńı elastické deformace.
Předchoźı seznam výrok̊u muśıme pro nelineárńı interakce invertovat. V nelineárńım prostřed́ı plat́ı:

1. index lomu n, rychlost světla v = c/n a daľśı optické veličiny látky záviśı na intenzitě,

2. při skládáńı optických vln se projevuj́ı odchylky vyšš́ıho řádu od prosté superpozice vln,

3. světlo z jednoho svazku může v látce ovlivňovat (modulovat, sṕınat) pr̊uchod druhého svazku,

4. světlo jedné frekvence může v látce generovat světlo jiné frekvence.

10.1.1 Opakováńı již zmiňovaných vlastnost́ı materiálových vztah̊u

Vrat’me se nejprve k definici vlastnost́ı materiálových vztah̊u studované látky. Budeme potřebovat základńı
materiálový vztah pro elektrické veličiny:

P⃗ = ε0χeE⃗. (10.1)

Pokud je vněǰśı elektrické pole dostatečně pomalé, můžeme předpokládat, že polarizace látky P⃗
bude kmitat synchronně s bud́ıćım elektrickým polem E⃗. Pokud je ale látka pod vlivem elektrického
pole s frekvenćı optických poĺı (1015 Hz), muśıme již mı́sto synchronnosti uvažovat obecněǰśı podmı́nku
kauzality. Stav látky je ovlivněn vněǰśım polem v dané chv́ıli, ale také polem v časech předchoźıch.
Důsledkem kauzality je to, že výše uvedený vztah již neplat́ı pro časové hodnoty poĺı, ale plat́ı pro
jednotlivé harmonické složky P⃗ (ω) a E⃗(ω). Zpožděńı reakce látky na bud́ıćı pole je pak popsané zavedeńım
komplexńıho parametru (funkce odezvy) látky. V tomto př́ıpadě jde o komplexńı susceptibilitu χ̃e(ω).
Připomeňme, že pro rozklad pole do harmonických složek můžeme použ́ıt bud’ prostou sumaci, nebo
integrálńı Fourierovu transformaci,

E(t) =
∑
j

E(ωj) e
−ıωjt =

+∞∫
−∞

dω

2π
E(ω) e−ıωt.

Jak jsme to popisovali v kapitole 2, zavedeńı komplexńı funkce odezvy látky umožňuje popsat absorpci
a také źıskat vzájemné integrálńı vazby mezi reálnou a imaginárńı část́ı všech komplexńıch materiálových
veličin (index lomu, susceptibilita, reflektivita). Tyto vztahy se označuj́ı jako Kramersovy-Kronigerovy
relace a d̊usledkem této integrálńı vazby je disperze všech materiál̊u. Jelikož každá látka má v nějaké
spektrálńı oblasti nenulovou absorpci, projev́ı se to t́ım, že přilehlá spektrálńı oblast již bez absorpce
je oblast́ı normálńı disperze. V této oblasti je index lomu n(ω) rostoućı funkćı frekvence, neboli n(λ) je
klesaj́ıćı funkćı vlnové délky.

Daľśı d̊uležitou vlastnost́ı látky je otázka izotropie daného materiálu. V optice jsou totiž velmi d̊uležité
anizotropńı materiály, pro které plat́ı, že bud́ıćı elektrické pole a polarizace jako odezva látky nejsou
kolineárńı vektory. To je dané t́ım, že změna rozložeńı elektrického náboje v látce neńı určená pouze
směrem vněǰśıho elektrického pole, ale muśı rovněž respektovat mikroskopické pozice chemických vazeb
v daném materiálu. Proto je třeba zavést materiálové parametry jako je susceptibilata ve formě tenzor̊u
a do materiálového vztahu přidat skalárńı součin s bud́ıćım polem.

P⃗ = ε0
←→χ · E⃗, nebo ve složkách Pi = ε0χijEj . (10.2)

Popis anizotropie látky a odvozeńı Fresnelovy rovnice jsme diskutovali v kapitolách 4 a 5. Pokud bychom
chtěli být precizńı, dala by se diskutovat ještě také lokálnost odezvy, což by vedlo k zavedeńı cirkulárńı
anizotropie materiálu (viz kap. 6).
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10.1.2 Nelineárńı materiálový vztah

Konečně se dostáváme k posledńı vlastnosti materiálových vztah̊u, kterou chceme podrobně studovat
v této kapitole, a to je linearita. Stoj́ıme tedy před otázkou, zda můžeme materiálový vztah mezi P⃗ a E⃗,
zapsaný obecně jako Taylor̊uv rozvoj v mocninách elektrického pole, aproximovat pouze lineárńım členem.
Členy s vyšš́ı mocninou jsou vždy řádově slabš́ı, nicméně pokud nejsou principiálně nulové d́ıky symetrii
či zanedbatelné, začneme se pohybovat v oblasti nelineárńı optiky. Dá se ř́ıci, že nelineárńı optika zač́ıná
tam, kde se v látce měńı vlnová délka (frekvence) optického pole. Jinými slovy nelineárńı odezva materiálu
umožňuje vazbu mezi r̊uznými frekvenčńımi složkami optického pole. K tomu, aby k takovým efekt̊um
docházelo s dostatečnou účinnost́ı, je zapotřeb́ı intenzivńı koherentńı svazek s odpov́ıdaj́ıćı frekvenćı. Ke
studiu a posléze masivńımu rozš́ı̌reńı nelineárńı optiky proto došlo jen d́ıky rozvoji laserové techniky
v minulých desetilet́ıch.

Pro studium nelineárńıch jev̊u se obvykle použ́ıvaj́ı anizotropńı materiály. Proto jsou parametry
prostřed́ı tenzory druhého a vyšš́ıch řád̊u. Taylor̊uv rozvoj materiálového vztahu můžeme zapsat ve
složkách,

Pi = P lin
i + PNL

i = ε0
(
χ
(1)
ij Ej︸ ︷︷ ︸
lin

+χ
(2)
ijkEjEk + χ

(3)
ijklEjEkEl + . . .︸ ︷︷ ︸
NL

)
. (10.3)

Prvńı člen rozvoje P⃗ lin je zodpovědný za lineárńı efekty jako je index lomu. Frekvence světla se v látce
zachovává, zmenšuje se pouze rychlost š́ı̌reńı světla látkou. Celá nelineárńı optika je popsaná nelineárńı

polarizaćı látky P⃗NL, kterou můžeme dále dělit na jevy druhého řádu (χ
(2)
ijk), třet́ıho řádu (χ

(3)
ijkl) a

př́ıpadně ještě vyšš́ıch řád̊u.

10.2 Odvozeńı vlnové rovnice pro nelineárńı prostřed́ı

Pro odvozeńı vlnové rovnice vyjdeme obdobně jako vždy z Maxwellových rovnic. Pro zjednodušeńı budeme
uvažovat ideálńı dielektrikum bez volných náboj̊u a tedy i bez odpov́ıdaj́ıćıho proudu volných náboj̊u.

∇× E⃗ = − ∂

∂t
B⃗, ∇ · D⃗ = 0, (10.4)

∇× H⃗ =
∂

∂t
D⃗, ∇ · B⃗ = 0. (10.5)

K tomu přidáme jednoduché materiálové vztahy pro nemagnetické prostřed́ı.

D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ , B⃗ = µ0H⃗. (10.6)

Jako obvykle se provede druhá derivace (rotace) Faradayova zákona (MR1).

−∇×
(
∇× E⃗

)
= △E⃗ (10.7)

= ∇× ∂

∂t
B⃗ = µ0

∂

∂t
∇× H⃗ = µ0

∂2

∂t2
D⃗ = µ0ε0

∂2

∂t2
E⃗ + µ0

∂2

∂t2
P⃗ .

Výslednou vlnovou rovnici můžeme zapsat v obvyklém tvaru,

△E⃗(r⃗, t)− 1

c2
∂2E⃗(r⃗, t)

∂t2
= µ0

∂2P⃗ (r⃗, t)

∂t2
, c2 =

1

ε0µ0
, (10.8)

kde vlevo máme druhé derivace elektrického pole podle prostorových a časových souřadnic. Tyto členy
jsou zodpovědné za š́ı̌reńı harmonické vlny ve vakuu, protože ve vakuu by byla pravá strana této rovnice
nulová. Podle provedeného odvozeńı je zřejmé, jak z permitivity a permeability vakua vyplývá rychlost
š́ı̌reńı světla ve vakuu c. Při š́ı̌reńı světla látkou je pravá strana rovnice nenulová a časová derivace
polarizace prostřed́ı je zdrojovým členem pro generaci jednotlivých harmonických vln.

Nyńı můžeme oddělit lineárńı a nelineárńı část odezvy prostřed́ı. P⃗ = P⃗ lin + P⃗NL. Takto můžeme
zahrnout lineárńı odezvu prostřed́ı do indexu lomu, který měńı rychlost š́ı̌reńı optického pole (zpomaluje
š́ı̌reńı). Na pravé straně si pak necháme pouze tu nelineárńı část, která je jako zdrojový člen zodpovědná
za generaci nových harmonických složek optického pole.

△E⃗ − 1 + χ(1)

c2
∂2E⃗

∂t2
= µ0

∂2P⃗NL

∂t2
(10.9)
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10.2.1 Přechod k harmonickým složkám

Pro správný popis kauzality materiálové odezvy a disperze studovaného materiálu muśıme přej́ıt k fou-
rierovským složkám poĺı. Indukovanou lineárńı a nelineárńı polarizaci pak můžeme zapsat následovně:

P⃗ lin(ω) = ε0
←→χ (1) · E⃗(ω) (10.10)

P⃗NL(ω) =
∑
j

∑
k

3↔
χ

(2)

(ω = ωj + ωk) : E⃗(ωj)E⃗(ωk). (10.11)

Dvojtečka v tomto vztahu znamená dvojnásobný skalárńı součin. Uved’me nyńı nejčastěǰśı nelineárńı jevy
rozdělené podle řádu interakce:

NL jevy druhého řádu: generace druhé harmonické (SHG), generace součtové frekvence (SFG), ge-
nerace rozd́ılové frekvence (optické parametrické ześıleńı), sestupná parametrická frekvenčńı konverze
(SPDC), tř́ıvlnné směšováńı (3WM).

NL jevy třet́ıho řádu: generace třet́ı harmonické (THG), optický Kerr̊uv jev, samofokusace, samomo-
dulace fáze, čtyřvlnné směšováńı (4WM).

Podrobný popis těchto jev̊u můžeme naj́ıt v r̊uzných učebnićıch optiky [10], nebo v knihách zaměřených
speciálně na problematiku nelineárńı optiky [14, 15].

10.3 Zákony zachováńı a podmı́nka fázové synchronizace

V této sekci se budeme věnovat zákon̊um zachováńı, které muśı platit samozřejmě i pro nelineárńı optické
procesy [16]. Pro konkrétnost budeme uvažovat sestupnou frekvenčńı konverzi (SPDC), což je proces
druhého řádu. Ten prob́ıhá tak, že do materiálu vstupuje výhradně a pouze světlo z čerpaćıho laseru na
frekvenci ωp = 2ω.

Obrázek 10.1 ukazuje typickou sestavu použ́ıvanou pro generaci SPDC v našich laboratoř́ıch po roce
2002. V té době jsme použ́ıvali nelineárńı krystaly LiIO3. Foton čerpaćıho svazku z kryptonového laseru
(modrý, 413.1 nm, ∼100mW) se v nelineárńım prostřed́ı s malou pravděpodobnost́ı (≈10−9) rozpadá na
dva fotony s nižš́ı energíı. Tyto dva fotony se z historických d̊uvod̊u označuj́ı jako signálńı a jalový (signal,
idler). Zákon zachováńı energie pro fotony interaguj́ıćıch poĺı lze napsat jako 2ω → ωs + ωi. Oba fotony
si mohou energii čerpaćıho fotonu rozdělit v libovolném poměru. Jako degenerovaný př́ıpad označujeme
situaci, kdy si oba fotony rozděĺı energii přesně na poloviny:

2ω → ω + ω. (10.12)

Otoč́ıme-li čas vznikne z degenerované SPDC známěǰśı proces generace druhé harmonické. Je to jako
bychom otočili v posledńı rovnici směr šipky.

signál

idler

čerpací laser krystal LiIO3

Obr. 10.1: Fotografie vlevo: kryptonový laser a nelineárńı krystal LiIO3 v optické montáži s nastavitelnými náklony.
Fotografie vpravo: vzdálené pole SPDC zachycené na st́ıńıtku (čas 15 s, clona 2.0, ohnisko 7.19mm)

Podmı́nka fázové synchronizace (PMC – Phase Matching Condition) vyplývá z nutnosti splnit pro
nelineárńı interakci současně se zákonem zachováńı energie i zákon zachováńı hybnosti. Zat́ımco zákon
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pro energii je skalárńı, zákon zachováńı hybnosti je vektorový a po zkráceńı Planckovy konstanty ho lze
zapsat jako zákon zachováńı vlnového vektoru k⃗. Podmı́nka fázové synchronizace tedy určuje geometrii
interakce optických poĺı.

k⃗p(ωp) = k⃗s(ωs) + k⃗i(ωp − ωs). (10.13)

Jinými slovy, podmı́nka fázové synchronizace udává směry, do kterých se š́ı̌ŕı jednotlivé barevné složky
vygenerovaného pole. Vlnové délky se vždy měńı spojitě se změnou směru (výstupńıho úhlu) takže na
st́ıńıtku za krystalem se nám zobraźı barevná duha, viz obr. 10.1 vpravo.

10.3.1 HOM – Hong̊uv, Oůuv a Mandel̊uv experiment

Platnost obou fundamentálńıch zákon̊u zachováńı v uvedeném tvaru vyplývá z faktu, že stav krystalu se
během nelineárńı interakce neměńı. Docháźı tedy k přenosu energie pouze mezi optickými poli. Protože
signálńı i jalové pole jsou před rozpadem čerpaćıho fotonu ve vakuovém stavu, hovoř́ı se o tom, že je
SPDC proces stimulován náhodnými fluktuacemi vakua a jako takový vzniká ve zcela náhodném časovém
okamžiku. Nicméně i v př́ıpadě kontinuálńıho čerpáńı jsou signálńı a jalový foton z jednoho páru vždy
velmi přesně časově synchronizovány. Toho využili poprvé autoři Hong, Ou a Mandel (HOM) k ověřováńı
interference foton̊u jakožto boson̊u na děliči svazku [17].

l

p
s

i

l

Obr. 10.2: Vpravo schéma experimentu pro měřeńı HOM dipu, vlevo měřený dip. Popis experimentu viz text.

Při použ́ıváńı zdroje fotonových pár̊u z fotografie na obr. 10.1 jsme i my proměřili dvoufotonovou in-
terferenci (tzv. HOM dip). Schéma tohoto experimentu a typický výsledek měřeńı dipu jsou zakresleny na
obr. 10.2. Jak je zřejmé, k interferenci signálńıho a jalového fotonu docháźı na vláknovém děliči optických
svazk̊u (FC) s děĺıćım poměrem bĺızkým 50:50. Vzájemné zpožděńı obou foton̊u lHOM se provád́ı pomoćı
vzdalováńı/přibližováńı vláknového kolimátoru k nelineárńımu krystalu LiIO3. Současné detekce foton̊u
na obou detektorech D1 a D2 se vyhodnocuj́ı pomoćı koincidenčńı elektroniky (C). Zde byly použity
jednofotonové detektory SPCM-AQ-141-FC (PerkinElmer) a koincidenčńı elektronika TAC/SCA (Or-
tec). Současná detekce (koincidence) znamená překryv náběžné hrany signál̊u v symetricky nastaveném
časovém okně š́ı̌rky 1 ns.

Při dostatečném rozposunut́ı, |lHOM| > 200 µm, docháźı k tomu, že vlnové baĺıky signálńıho a jalového
fotonu se na děliči v̊ubec nepotkaj́ı. Dı́ky tomu v polovině př́ıpad̊u projde do každého výstupu právě jeden
foton a elektronika zaznamená koincidenci, protože časové zpožděńı je pouze 667 fs. Těchto koincidenćı
je řádově 4 × 103 s−1. Posunem do dipu, |lHOM| = 0 µm, dojde k tomu, že se fotony shluknou a budou
vycházet vždy dva do jednoho výstupńıho ramene, kdežto ve druhém rameni z̊ustane vakuum. Koincidence
jdou na tomto mı́stě ideálně k nule. Š́ı̌rka změřeného HOM dipu je nepř́ımo úměrná š́ı̌rce spektra foton̊u
z páru a v zobrazeném př́ıpadě, kdy lze dip fitovat gaussovskou křivkou, je možné doj́ıt v prvńım přibĺıžeńı
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k následuj́ıćımu vztahu pro pološ́ı̌rku spektra,

FWHMλ =
2
√
2 ln 2

π

λ2

FWHMdip
. (10.14)

Na obr. 10.2 je FWHM křivky dipu 72 µm, což dává v časové oblasti 240 fs a odpov́ıdá š́ı̌rce spektra
5.9 nm. Za λ jsme dosadili vlnovou délku pro degenerovaný př́ıpad SPDC (826 nm).

V článćıch [18, 19, 20] jsme publikovali naše výsledky měřeńı časových a spektrálńıch korelaćı
fotonových pár̊u. Jak jsme prokázali, pomoćı spektrálńı filtrace je možné rozš́ı̌rit vlnové baĺıky foton̊u a
tedy prodloužit oblast vzájemné interference foton̊u.

10.3.2 SPDC v krystalu BBO

Od krystal̊u LiIO3 jsme velmi rychle přešli k nelineárńım krystal̊um BBO. Tento materiál se d́ıky svým
výhodným parametr̊um a d́ıky tomu, že se dá uměle pěstovat, stal velmi hojně už́ıvaným materiálem jak v
nelineárńı optice, tak v komerčńıch laserových systémech. Přehledový článek s parametry tohoto materiálu
publikoval ruský fyzik D.N. Nikogosyan v roce 1991 [21]. Jde o s̊ul s chemickým vzorcem BaB2O4.
Uspořádáńı atomů v krystalu odpov́ıdá trigonálńı soustavě (klencová) odpov́ıdaj́ıćı grupě symetrie 3m ≡
C3v. Z toho plyne, že muśı j́ıt z pohledu lineárńı anizotropie o jednoosý materiál. Experiment pak doplňuje,
že se jedná o jednoosý negativńı krystal, nebot’ pro jeho indexy lomu plat́ı ne < no. Protože tento materiál
budeme i nadále často zmiňovat, je vhodné uvést empirické Sellmeierovy rovnice pro indexy lomu BBO
od firmy Eksma, jej́ıž krystaly často použ́ıváme.

no
2(λ) = 2.7405 +

0.0184

λ2 − 0.0179
− 0.0155λ2,

ne
2(λ) = 2.3730 +

0.0128

λ2 − 0.0156
− 0.0044λ2. (10.15)

Takto napoč́ıtaná disperze index̊u lomu pro BBO ve viditelné oblasti je vykreslena na obr. 10.3c).

k

k

k k

n
n

Obr. 10.3: a) Hlavńı rovina krystalu BBO při dopadu čerpaćıho laseru kolmo na rozhrańı. b) Vektorová konstrukce
podmı́nky fázové synchronizace pro SPDC. Úhel α udává směr generovaných foton̊u. c) Disperze řádného (no) a
mimořádného (ne) indexu lomu BBO ve viditelné oblasti spektra. λp = 355 nm.

Z pohledu potenciálńıho využit́ı v nelineárńı optice je naprosto nezbytné to, že tento krystal nemá

střed symetrie. Dı́ky tomu je χ
(2)
ijk jako polárńı tenzor třet́ıho řadu pro BBO nenulový. Krystal BBO je

pr̊uhledný jako sklo v celé viditelné oblasti, viz úvodńı obrázek této kapitoly na str. 3. Pro nelineárńı
optiku je nutné, aby krystal nedegradoval při pr̊uchodu intenzivńıho laserového svazku, pro BBO se
udává práh zničeńı >5GW/cm2. Na tomto krystalu budeme zkoumat proces SPDC, kdy do krystalu
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kolmo k rozhrańı vstupuje čerpaćı laser s vlnovou délkou 355 nm. Tuto geometrii ukazuje obr. 10.3a),
kde θc znač́ı úhel sklonu optické osy v̊uči procházej́ıćımu čerpaćımu svazku (kat, cut-angle). Krystal se
obvykle vylešt́ı tak, aby dopadaj́ıćı svazek vstupoval do krystalu prakticky kolmo k vstupńımu rozhrańı.

Podobný obrázek jsme viděli při výkladu anizotropie (viz obr. 5.5). Jej́ım d̊usledkem je to, že čerpaćı
svazek s mimořádnou polarizaćı se bude mı́rně odklánět dol̊u směrem od optické osy. Úhel tohoto dvojlomu
(walk-off) jsme označili ρ. Jeho velikost se poč́ıtá podle vztahu (5.21). V tomto skloněném směru š́ı̌reńı
optického svazku mı́̌ŕı Poynting̊uv vektor. Pro určeńı podmı́nky fázové synchronizace jsou ale podstatné
pouze směry vlnových vektor̊u k⃗.

Pro velikost vlnového vektoru světla s frekvenćı ω a indexem lomu n muśı platit k = nω/c. Aby

bylo možné složit vlnový vektor čerpáńı k⃗p z vlnových vektor̊u signálńıho a jalového fotonu, muśı platit
trojúhelńıková nerovnost (obr. 10.3b)). V degenerovaném př́ıpadě (10.12) ji lze zapsat jako

k(2ω) ≤ 2k(ω) ⇒ n(2ω)
2ω

c
≤ 2n(ω)

ω

c
.

Po zkráceńı dostaneme podmı́nku, která muśı platit pro indexy lomu na frekvenci čerpáńı a na frekvenci
generovaných foton̊u z páru, n(2ω) ≤ n(ω). Tato podmı́nka je ale v naprostém rozporu s obvyklým
chováńım indexu lomu, nebot’ v oblasti normálńı disperze je index lomu rostoućı funkćı frekvence, jak
to pro BBO ukazuje obr. 10.3c). Proto se jako nelineárńı materiály začaly použ́ıvat anizotropńı krystaly,
které splňuj́ı PMC d́ıky využit́ı r̊uzných index̊u lomu pro r̊uzné polarizace světla. Podle směr̊u polarizaćı
nazýváme jednotlivé typy proces̊u (o – řádný svazek, e – mimořádný svazek).

typ 0: o → o + o, nelze v tomto př́ıpadě splnit,

typ I: e → o + o, ne(2ω) < no(ω),

typ II: e → e + o, ne(2ω) < (ne(ω) + no(ω))/2.

Řádný index lomu v jednoosém krystalu nezáviśı na směru k⃗. Naproti tomu mimořádný index lomu
záviśı na úhlu θ mezi vlnovým vektorem k⃗ a optickou osou. Tuto závislost, která vyplývá z indexového
elipsoidu, můžeme matematicky zapsat následovně,

n2e(θ) =
n2o

1− sin2 θ
(
1− (no/ne)

2
) =

n2e

1− cos2 θ
(
1− (ne/no)

2
) . (10.16)

Výsledek ukazuj́ı modrá a červená křivka v obr. 10.4.

1.5

1.6

1.7

1.8
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u
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c (stupně)

ne ( ) na 355 nm
ne ( ) na 710 nm
no na 710 nm
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o

Typ I

48.2
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Typ II

Obr. 10.4: Výpočet mezńıho úhlu sklonu θc pro čerpáńı SPDC v BBO na 355 nm.
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Př. 10.1: Mimořádný index lomu jednoosého krystalu: Ze vztah̊u odvozených pro indexový
elipsoid jednoosého krystalu v kapitole 5 odvod’te alternativńı vztah pro úhlovou závislost indexu lomu
mimořádného svazku (10.16).

Př. 10.2: BBO typ I a II: Pomoćı hodnot z obr. 10.3c) ověřte splněńı PMC v BBO.

Pro BBO tedy nelze jednoduše sfázovat proces typu 0. Naproti tomu typ I a typ II maj́ı určitý
minimálńı mezńı úhel sklonu θc, od kterého lze proces sfázovat, viz obr. 10.4. Pro typ I tedy muśı být:
θc ≥ 32.9◦, pro typ II: θc ≥ 48.2◦. Pro tento minimálńı úhel je SHG proces kolineárńı. Účinnost SPDC
procesu ale postupně klesá s rostoućım úhlem θc. Proto je vhodné zvolit tento úhel co nejmenš́ı. Tomu
potom odpov́ıdá malý výstupńı úhel pro kužel generovaných fotonových pár̊u. Pro úhel sklonu θc = 90◦

bude odklon generovaných foton̊u od osy čerpaćıho svazku největš́ı. V našich prvńıch experimentech, kdy
jsme použ́ıvali krystal LiIO3 právě v tomto uspořádáńı čerpáńı kolmo na optickou osu, byl výstupńı úhel
SPDC cca. 34◦. Pro BBO by byl tento úhel 32◦, ale tato kolmá geometrie se u BBO nepouž́ıvá, protože
účinnost procesu se pro tento kat krystalu bĺıž́ı limitně k nule.

10.3.3 Geometrie fotonových pár̊u generovaných v BBO typu I

Z poměru k-vektor̊u spoč́ıtáme úhel α generovaných fotonových pár̊u v procesu typu I,

n(2ω)
2ω

c
= 2n(ω)

ω

c
cos(α) ⇒ cos(α) =

ne(θc, λp)

no(λs)
. (10.17)

Je potřeba si uvědomit, že úhel α spoč́ıtaný z PMC podmı́nky (10.17) plat́ı pro š́ı̌reńı světla uvnitř
nelineárńıho krystalu. Poté, co světlo složené z pár̊u foton̊u doraźı na konec nelineárńıho krystalu, je
potřeba ještě dopoč́ıtat úhel β lomu světla do vzduchu podle standardńıho Snellova zákona,

sin(β) = no(λs) sin(α).

Typický výsledek pro krystal BBO čerpaný na vlnové délce 355 nm je vykreslen na obr. 10.5
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Obr. 10.5: Závislost úhl̊u degenerované SPDC typu I pro BBO krystal na orientaci θc optické osy: vnitřńı úhel
generace (červená čára), výstupńı úhel z krystalu (modrá čára). Čerpaćı vlnová délka je 355 nm.

10.3.4 Geometrie fotonových pár̊u generovaných v BBO typu II

U SPDC typu II v BBO má signálńı foton řádnou polarizaci a jalový foton (idler) mimořádnou polarizaci.
Dı́ky rozd́ılným index̊um lomu obou foton̊u budou r̊uzné délky jejich k-vektor̊u a oba fotony budou mı́t
jiný úhel αo, resp. αe. Dı́ky tomu tedy muśıme řešit soustavu dvou rovnic: prvńı je projekce PCM do
roviny kolmo na směr čerpáńı a druhá rovnice je projekce PMC do směru čerpaćıho svazku. Zkusme si to
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zapsat obecně i pro př́ıpad, kdy jsou vlnové délky obou generovaných foton̊u r̊uzné

no
λs

sin(αo) =
ne(θ, λi)

λi
sin(αe), (10.18)

no
λs

cos(αo) +
ne(θ, λi)

λi
cos(αe)−

ne(θc, λp)

λp
= 0.

Jak se při řešeńı postupuje? Nejjednodušš́ı metoda je p̊uleńım intervalu. Hledáme úhel αe v intervalu
(0, π/2). Pro zvolené αe dopoč́ıtáme z geometrie úhel odklonu vektoru k⃗e od optické osy θ a ze vztahu
(10.16) spoč́ıtáme odpov́ıdaj́ıćı index lomu. Z prvńı rovnice urč́ıme úhel αo. Spoč́ıtáme levou stranu druhé
rovnice a podle znaménka výsledku se urč́ı správná polovina rozp̊uleného intervalu. Iterativńım postupem
dojdeme během deseti krok̊u k dostatečně přesnému výsledku na desetinu úhlového stupně.

10.3.5 Spektra barev v SPDC

Zat́ım jsme uvažovali hlavně degenerovaný př́ıpad SPDC, kdy signálńı i jalový foton maj́ı stejnou frekvenci
ω a tedy i barvu. Za podmı́nky splněńı požadavk̊u fázového sladěńı mohou ale vznikat i fotonové páry,
které si energii rozděĺı na r̊uzné d́ıly, 2ω → ωs + ωi. To můžeme snadno přepsat na podmı́nku pro vlnové
délky, která vypadá následovně,

1/λp = 1/λs + 1/λi.

Spektrum pár̊u foton̊u při čerpáńı vlnovou délkou 355 nm je patrné z obr. 10.6. Vlnové délky signálńıho
a jalového fotonu, které patř́ı do jednoho vygenerovaného páru, jsou spojeny obloučkem. Vlnové délky
v IR (tj. mimo zobrazený rozsah) jsou pouze zapsány č́ıselnou hodnotou.

Obr. 10.6: Zákon zachováńı energie pro spektrum SPDC fotonových pár̊u při čerpáńı na λp = 355 nm.

Pokud se pod́ıváme očima přes filtr blokuj́ıćı modré světlo na krystal BBO čerpaný modrým nebo
UV světlem a budeme pohybovat hlavou, uvid́ıme na výstupu duhu barev z celého viditelného spektra.
Použijeme-li krystal, který může generovat procesy typu I i II současně, potom geometrie výstupńıch
poĺı bude odpov́ıdat schématu na obr. 10.7. Hlavńı rovina BBO je svislá a lež́ı v ńı optická osa. Čerpáńı
s vertikálńı polarizaćı proto představuje mimořádný svazek. V procesu typu I vznikaj́ı dva horizontálně
polarizované řádné fotony. Ty lež́ı proti sobě na kuželu s větš́ım výstupńım úhlem (označeny fialově).
V procesu typu II je v kuželu nad osou mimořádný foton (označen zeleně) a v kuželu pod osou řádný
foton (označen červeně).

Obr. 10.7: Geometrie výstupńıch poĺı SPDC
za BBO krystalem. Směr optické osy krystalu
je naznačen na boku. Lineárńı polarizace jed-
notlivých svazk̊u je naznačena čárkou.

Ve vzdáleném poli za krystalem pak bude možné na st́ıńıtku pozorovat duhu, viz obr. 10.8. Bĺıže osy
jsou dva kužely odpov́ıdaj́ıćı typu II. Na vněǰśım kuželu typu I lež́ı oba fotony z páru. Degenerovaný
př́ıpad vlnové délky 710 nm je pro přehlednost v obrázku spekter vyznačen b́ılou kružnićı.
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Obr. 10.8: Výpočet spektra SPDC ve vzdáleném poli za BBO krystalem pro zadané parametry: θ = 49.3◦,
λp = 355 nm.

10.3.6 Efektivita SPDC procesu

Pro krystal BBO se symetríı 3m ≡ C3v je tvar tenzoru nelineárńı susceptibility zapsaný ve zkrácené notaci
pomoćı multiindex̊u následovný:

3↔
χ BBO=

 . . . . χ31 −χ22

−χ22 χ22 . χ31 . .

χ31 χ31 χ33 . . .

 . (10.19)

Nulové koeficienty jsou v matici označeny tečkou. Velikost nenulových koeficient̊u je χ22 = 2.22 pm/V
a χ31 = 0.16 pm/V. Význam jednotlivých člen̊u na r̊uzných mı́stech matice je následuj́ıćı. V levém
čtverci jsou na diagonále členy zodpovědné za procesy typu 0, ostatńı členy vlevo umožňuj́ı procesy
typu I. Vpravo jsou procesy typu II. Při poč́ıtáńı efektivity neńı vhodné tenzor (10.19) transformovat
do laboratorńı soustavy, ztratila by se t́ım přehlednost. Nav́ıc jde o tenzor třet́ıho řádu zapsaný pomoćı
multiindex̊u, který by bylo notné pro transformaci přepsat do úplného tvaru se třemi indexy.

Obecné řešeńı, kdy čerpáńı, signál i idler maj́ı r̊uzné směry, nelze analyticky provést. Proto se pro
výpočet efektivity předpokládá pouze kolineárńı př́ıpad a všechny vektory se převedou do os krystalu.
Uvažujme směr vlnového vektoru zadaný v souřadnićıch os krystalu pomoćı sférických úhl̊u. Jednotkový
vektor ve směru vlnového vektoru naṕı̌seme jako

k⃗ = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ).

Vlastńı stavy polarizace jsou lineárńı polarizace D⃗o a D⃗e. Pro výpočet efektivity nelineárńıho procesu
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SPDC ale potřebujeme pouze jednotkové vektory ve směru lineárńı polarizace optických poĺı,

D⃗o ∝ p⃗o = (sinϕ, − cosϕ, 0)

D⃗e ∝ p⃗e = (cos θ cosϕ, cos θ sinϕ, − sin θ)

Vektory {k⃗, p⃗o, p⃗e} tvoř́ı ortonormálńı bázi. Přitom p⃗o je kolmý na optickou osu, takže má nulovou třet́ı
složku, nebot’ optická osa má směr (0, 0, 1), viz obr. 10.9.

Obr. 10.9: Označeńı směr̊u vektor̊u op-
tického pole pro popis SPDC v jednoosém
krystalu.

kp
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Pokud chceme vytvořit kvadrát elektrického pole E(2) pro generaci SHG jako sloupcový vektor,
kterým budeme násobit matici susceptibility (10.19) zprava, muśıme postupovat následovně:

E(2)(x⃗, y⃗) =
[
x1y1, x2y2, x3y3, x2y3 + x3y2, x1y3 + x3y1, x1y2 + x2y1

]
.

Pro SPDC představuje kvadrát pole E(2) pár foton̊u – signálńı a jalový. Výpočet efektivity je tedy
analogický, nebot’ SPDC je vlastně časovou inverźı generace součtové frekvence.

Př. 10.3: Kolmé vektory:
Ověřte kolmost vektor̊u a) k⃗ ⊥ p⃗o ⊥ p⃗e ⊥ k⃗;
b) vektor p⃗o je kolmý na optickou osu.

10.3.7 Efektivńı nelinearita
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Obr. 10.10: Efektivńı nelinearita pro dva r̊uzné úhly θ. Pro 0◦ je efektivita nejvyšš́ı (tečkované čáry), ale procesy
nelze sfázovat. Pro 35◦ resp. 50◦ je efektivita menš́ı, ale jednotlivé procesy lze sfázovat (plné čáry).

Koeficient efektivńı nelinearity źıskáme vynásobeńım matice susceptibility (10.19) zleva polarizaćı
čerpáńı a zprava kvadrátem polarizace fotonových pár̊u,

deff(x⃗+ y⃗ → z⃗) = z⃗·
3↔
χ ·E(2)(x⃗, y⃗). (10.20)
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V objemových krystalech jsou možné pouze dva typy fázové synchronizace: typ I a typ II. Pro ně dosta-
neme závislost efektivńı nelinearity na směru š́ı̌reńı a polarizace, které jsou zadané úhly (θ, ϕ).

e→ o + o : d I
eff = p⃗e·

3↔
χ ·E(2)(p⃗o, p⃗o)

= −χ31 sin θ + χ22 cos θ sin(3ϕ), (10.21)

e→ e + o : d II
eff = p⃗e·

3↔
χ ·E(2)(p⃗o, p⃗e)

= χ22 cos
2 θ cos(3ϕ).

Efektivńı nelinearita obou typ̊u proces̊u je zakreslena v obr. 10.10 jako funkce úhlu ϕ rotace kolem
optické osy. Maxima obou proces̊u se opakuj́ı po 60◦ a je jich dokola šest. Pro optimalizaci proces̊u typu
I i II se uvažuj́ı dominantńı členy s větš́ım koeficientem χ22. Proto je pro typ I optimálńı úhel rotace
krystalu ϕ = 90◦. Pro typ II je optimálńı ϕ = 0◦. Pro krystal ř́ıznutý na typ II bude přesto sv́ıtit i typ I
ovšem s koeficientem χ31 a bude tedy o řád slabš́ı.

10.3.8 Praktické poznámky pro generaci SPDC v jednoosých krystalech

■ Podmı́nka fázové synchronizace nezáviśı na úhlu ϕ, ale efektivita NL procesu na něm záviśı.

■ Pro směry interaguj́ıćıch poĺı lze odvodit přesné analytické výrazy, pokud je mimořádný (extraor-
dinary) nanejvýš jeden svazek.

■ V ostatńıch př́ıpadech je potřeba provést řešeńı PMC numericky. Výsledkem je hladká závislost,
která se dá proložit empirickou závislost́ı s přesnost́ı 0.2◦. Tato přesnost pro návrh geometrie použit́ı
nelineárńıho krystalu obvykle stač́ı.

■ Pro často použ́ıvané krystaly jsou známy Sellmeierovy vztahy závislosti index̊u lomu no, ne na
vlnové délce. Je ale vhodné použ́ıt vztahy dodané př́ımo výrobcem krystalu, nebot’ zbytkové př́ıměsi
obsažené v materiálu mohou tyto hodnoty mı́rně ovlivňovat.

■ Je třeba mı́t stále na paměti, že PMC řeš́ı směry generace fotonových pár̊u uvnitř krystalu. Nás
samozřejmě bude zaj́ımat směr foton̊u, které již opust́ı nelineárńı krystal. Na rozhrańı je tedy třeba
splnit lom světla podle Snellova zákona.

■ Pro optimalizaci je výhodné pokrýt vstupńı stěnu krystalu antireflexńı (AR) vrstvou pro čerpaćı
vlnovou délku a výstupńı stěnu AR vrstvou jak pro čerpáńı, tak pro generované fotonové páry, aby
se omezily zpětné odrazy. AR na výstupu muśı poč́ıtat s t́ım, že generované fotony neprocházej́ı
výstupńım rozhrańım kolmo.

■ Obecně je třeba vźıt v úvahu i závislost parametr̊u krystalu na teplotě a př́ıpadně daľśıch vněǰśıch
vlivech (tlak, magnetické pole). Teplotńı stabilizace je extrémně d̊uležitá pro periodicky pólované
materiály, které budeme diskutovat v následuj́ıćı sekci.

15



10.4 Podmı́nka kvazi fázové synchronizace

Podmı́nka fázové synchronizace PMC fyzikálně odpov́ıdá prostorové rezonanci mezi vlnou nelineárńı
polarizace, která je zdrojovým členem ve vlnové rovnici (10.9), a produkovaným optickým polem na téže
frekvenci. Pokud ale neńı PCM splněna, je efektivita nelineárńıho procesu velmi slabá. Např. pro SHG
to můžeme zapsat jako

ISHG = Imax
sin2(∆kL/2)

(∆kL/2)2
, (10.22)

kde ∆k⃗ = k⃗3 − k⃗1 − k⃗2 představuje rozladěńı k-vektor̊u a L je délka nelineárńıho prostřed́ı.

Př. 10.4: Odhad př́ıpustného rozladěńı: Výše uvedený vztah efektivity představuje kvadrát funkce
sinc, která je definovaná jako sin(x)/x. Odhadněte možné fázové rozladěńı pro NL krystal délky 1 cm.

Podmı́nka (10.22) znamená, že jsme v nelineárńı optice limitováni parametry dostupných krystal̊u,
které pak určuj́ı geometrii prob́ıhaj́ıćıch proces̊u. Toto je velmi omezuj́ıćı hlavně u nelineárńıch vlnovod̊u,
kde jsme z principu vlnovodu omezeni pouze na kolineárńı geometrii. Pokud je při kolineárńı geometrii
∆k ̸= 0, bude intenzita SHG oscilovat s periodou 2Lc, jak to ukazuje obr. 10.11. Vzdálenost Lc se označuje
jako koherenčńı vzdálenost, na které docháźı k nár̊ustu SHG výkonu, pak začne výkon opět klesat k nule.

Obr. 10.11: Závislost výkonu generované druhé har-
monické na vzdálenosti pr̊uchodu čerpaćıho svazku
v nelineárńım krystalu. Červeně je zobrazen kva-
dratický vzestup při přesném sfázováńı, zeleně
jsou zakreslené oscilace výkonu při nedokonalém
sfázováńı. Modrá křivka QPM odpov́ıdá splněńı
podmı́nky kvazi fázové synchronizace a přibližně
se dá označit jako lineárńı nár̊ust generovaného
výkonu. Směry pólováńı materiálu jsou ve vrstvách
označeny šipkami.
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Striktńı podmı́nka fázové synchronizace nedovoluje generovat v objemových krystalech procesy typu 0.
To jsou procesy, kdy maj́ı všechny tři interaguj́ıćı fotony stejnou polarizaci. Z principu má tedy tato
interakce nejvyšš́ı nelineárńı koeficient. Proto se začaly použ́ıvat fotonické struktury z feroelektrických
materiál̊u jako je PP-KTP (periodicky pólované KTP, KTiOPO4), kde plat́ı alternativńı podmı́nka kvazi
fázové synchronizace (QPM - quasi phase-matching) [22, 23, 24]. Můžeme si to představit tak, že se
po vzdálenosti Lc změńı orientace feroelektrické domény, t́ım se otoč́ı znaménko nelinearńı interakce a
intenzita SHG začne opět stoupat. Vzestup výkonu generovaného pole je tedy prakticky lineárńı s délkou
krystalu, viz modrá křivka v obr. 10.11.

V nelineárńım materiálu muśıme vytvořit strukturu, kde se měńı směr domény s periodou Λ = 2Lc,
typicky 5-15 µm. Tato perioda je daná řešeńım podmı́nky ∆kLc = π Tyto krystaly se proto nazývaj́ı
periodicky pólované. Samotný krystal pak dodává k podmı́nce fázové synchronizace vlnový vektor |K⃗| =
2π/Λ. Tato metoda se hojně využ́ıvá u vlnovodných struktur, kde se z podstaty vlnovodného š́ı̌reńı muśıme
omezit na kolineárńı procesy. Podmı́nku kvazi fázové synchronizace pro SPDC [25, 26, 27, 28, 29]
můžeme zapsat ve tvaru

k⃗p = k⃗s + k⃗i +mK⃗, kde m = 1, 2, . . . . (10.23)

Dı́ky tomu, že vektor K⃗ představuje volný parametr, můžeme si navrhnout strukturu tak, aby v ńı
prob́ıhal požadovaný proces při započ́ıtáńı celoč́ıselného násobku vektoru K⃗. V naš́ı laboratoři jsme
použ́ıvali PP-KTP s vlnovody dodané od firmy AdvR1 s periodou pólováńı Λ = 7.62 µm. Zde prob́ıhaj́ı
procesy následovně: typ II - prvńı řád (m = 1), typ 0 - druhý řád (m = 2), typ I - třet́ı řád (m = 3).

Vlnovody se vyráběj́ı obvykle v sérii. Na jednom vzorku krystalu (čipu) je vyrobeno řádově 50 vlno-
vod̊u, které jsou dostatečně vzdálené, aby bylo možné pomoćı mikroskopových objektiv̊u do jednotlivých

1http://www.advr-inc.com/
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Obr. 10.12: Typické experimentálńı uspořádáńı s vlnovodem KTP pro generaci druhé harmonické (800 nm +
800 nm → 400 nm). Vlevo je šipkami zakreslen směr polarizace vstupńıch poĺı (červeně) a SHG (modře). Vpravo
je fotografie čipu umı́stěného na teplotně stabilizovaný prst, ke kterému směřuj́ı mikroskopové objektivy. Šipky
naznačuj́ı směry š́ı̌reńı optických poĺı.

vlnovod̊u navazovat čerpaćı svazek nezávisle. Větš́ı počet vlnovod̊u se dělá jednak proto, že výrobńı pro-
ces je značně náročný a ne vždy se podař́ı dodržet požadovanou periodu a regularitu vlnovodu. Daľśım
d̊uvodem je, že vlnovod má př́ıčné rozměry ≈ 5µm. Pokud se na vstupńı nebo výstupńı hraně vytvoř́ı
nějaký defekt, nedá se tento vlnovod již použ́ıt. Z celkového počtu vlnovod̊u na jednom čipu se pak dá pro
praktické použit́ı vybrat pouze několik vhodných. Naštěst́ı podmı́nku fázové synchronizace lze alespoň
v malém intervalu ladit pomoćı teplotńı závislosti index̊u lomu. Toho se využ́ıvá jak ve vlnovodech KTP,
tak i v objemových krystalech lithium-niobátu, kde je závislost na teplotě obzvláště citlivá. Na druhou
stranu má tato vlastnost i svá negativa. Pro udržeńı sfázováńı se muśı vzorek stabilně udržovat na přesně
dané teplotě.

Uspořádáńı atomů v krystalu KTP odpov́ıdá ortorombické soustavě (kosočtverečná) s grupou syme-
trie mm2 ≡ C2v. KTP je typický dvouosý materiál a proto jsme jeho indexy lomu ve viditelné oblasti a
tvar jeho indexové plochy již diskutovali v kapitole 6 na str. 78. Symetrie krystalu je zodpovědná za tvar
jeho tenzoru nelineárńı susceptibility:

3↔
χ KTP=

 . . . . χ31 .

. . . χ32 . .

χ31 χ32 χ33 . . .

 . (10.24)

V literatuře se udává velikost nenulových člen̊u χ33 = 10.7 pm/V a χ32 = 2.65 pm/V. Největš́ı nelineárńı
koeficient χ33, který dává do interakce tři pole, která jsou všechna orientovaná ve směru krystalografické
osy z tohoto materiálu, je zodpovědný za procesy typu 0. Typický př́ıklad schématu pro generaci SHG
nebo SPDC ve vlnovodu KTP ukazuje obr. 10.12. Volbou nastaveńı polarizace čerpáńı a navázaného módu
je možné generovat všechny tři r̊uzné procesy typu 0, I i II. Poznatky o tomto PP-KTP jsme publikovali
v článku [30], kde je možné dohledat i daľśı základńı reference z oblasti periodicky pólovaných materiál̊u.

10.5 Entanglement v polarizaci

Termı́n entanglement (kvantová provázanost) [31] je ryze kvantový jev, který nemá v klasické fyzice
obdoby a je zásadńı pro kvantovou informatiku i kvantové komunikace. Pro jednoduchost se omezme
pouze na čisté stavy. Předpokládejme dva podsystémy v čistých stavech |Θ1⟩ a |Θ2⟩ (např́ıklad dva
fotony s přesně danou polarizaćı). Je třeba si uvědomit, že i jeden jediný foton může mı́t zcela přesně
definovaný polarizačńı stav, jenž lze změřit pomoćı stejného polarizačńıho děliče, který bychom použili
pro měřeńı polarizace světla s klasickou intenzitou. Nejsme-li schopni celkový stav systému obou foton̊u
separovat na součin stav̊u dvou částic |Θ⟩ = |Θ1⟩ ⊗ |Θ2⟩, označujeme stav těchto dvou foton̊u jako
entanglovaný.

Vzniknou-li v nějakém procesu dvě entanglované částice, např. dva fotony v SPDC procesu, jsou
provázané a muśı být popisovány společně pomoćı jediné vlnové funkce. Pokud na jedné částici provedeme
měřeńı, dojde ke kolapsu této společné vlnové funkce a druhá částice se vyprojektuje do určitého stavu
v závislosti na výsledku měřeńı na prvńı částici. K tomuto efektu dojde i v př́ıpadě, když jsou tyto dvě
částice od sebe na kilometry daleko.

Předpokládejme jeden typický Bell̊uv stav [32] fotonového páru, který je entanglovaný v polarizaci,
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zapsaný jako

|Ψ−⟩ = 1

2
(|H1⟩|V2⟩ − |V1⟩|H2⟩) , (10.25)

kde |H⟩ a |V ⟩ představuj́ı dva na sebe kolmé stavy polarizace jednotlivých foton̊u (horizontálńı a vertikálńı
lineárńı polarizace) a indexy označuj́ı prostorový mód. Změř́ıme-li, že prvńı foton je polarizován např́ıklad
ve stavu |H⟩, druhý foton bude mı́t polarizaci |V ⟩ a naopak. Před měřeńım nejsme schopni ř́ıci, jak bude
který foton polarizován. O tom se rozhodne až v okamžiku měřeńı na jedné z částic – projekce. Dopředu
známe pouze pravděpodobnosti možných výsledk̊u měřeńı. V př́ıpadě vyváženého stavu tak, jak je zapsán
stav |Ψ−⟩, je pravděpodobnost výsledku |H⟩, nebo |V ⟩ v poměru 50%:50%. Ačkoliv se na prvńı pohled
zdá, že kolaps vlnové funkce zp̊usobuje š́ı̌reńı informace od měřené částice k té druhé částici nadsvětelnou
rychlost́ı, samotný princip kolapsu vlnové funkce a entanglementu neporušuje princip kauzality. Nelze ho
totiž použ́ıt k přenosu informace rychlost́ı větš́ı, než je rychlost světla.

10.5.1 Typ I (e→ o + o)

Při nekolineárńım procesu SPDC jsou generovány fotony v celém spektru s r̊uznými vlnovými délkami.
Dı́ky symetrii muśı ležet jednotlivé spektrálńı komponenty generovaných foton̊u na povrchu kuželu
s osou ve směru čerpaćıho svazku, jak to ukazuje obr. 10.13. Podmı́nka fázové synchronizace tedy
udává pro každou vlnovou délku generovaných foton̊u jeden konkrétńı vrcholový úhel kuželu. Chceme-li
źıskat fotonové páry se stejnou vlnovou délkou obou foton̊u, muśıme vyb́ırat pomoćı clonek dvojice fo-
ton̊u, které jsou emitovány na protilehlé strany povrchu kuželu, který odpov́ıdá degenerované frekvenci
ωs = ωi = ωp/2 = ω.

o o o o o o o o o

Obr. 10.13: Spektrum SPDC typu I generované v krystalu LiIO3 při čerpáńı na vlnové délce 413 nm kolmo na
osu krystalu. Úhly v obrázku jsou definovány v̊uči směru čerpaćıho svazku.
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V kolineárńım př́ıpadě se kužel limitně zúž́ı a přecháźı na polopř́ımku. Generované fotony vycházej́ı
z krystalu stejným směrem jako čerpaćı svazek, což přináš́ı obt́ıže s odděleńım generovaného slabého
signálu od silného čerpaćıho svazku. Polarizace nově vzniklých foton̊u je v procesu typu I kolmá k pola-
rizaci čerpaćıho svazku. Jedńım krystalem typu I tedy nelze př́ımo generovat fotonové páry entanglované
v polarizaci. Vzniká čistý stav |HH⟩.

10.5.2 Typ II (e→ o + e)

V tomto př́ıpadě docháźı ke generaci dvou foton̊u s polarizacemi na sebe navzájem kolmými. Fotony
z páru opoušt́ı krystal ve směru povrch̊u dvou kužel̊u, které jsou symetrické v̊uči čerpaćımu svazku.
V závislosti na směru krystalických os nelineárńıho krystalu v̊uči rozhrańı a směru dopadu čerpaćıho
svazku rozlǐsujeme několik možnost́ı nekolineárńıho sfázováńı: a) kužely signálńıch a jalových foton̊u se
v̊ubec neprot́ınaj́ı, b) kužely se prot́ınaj́ı v jediném mı́stě, kterým ze symetrie muśı být osa čerpaćıho
svazku, c) kužely se prot́ınaj́ı ve dvou směrech. Tento posledńı př́ıpad je zobrazen na obr. 10.14. Dvoufo-
tonový stav entanglovaný v polarizaci lze pozorovat v tom př́ıpadě, když pomoćı clonek vyb́ıráme fotony
právě z těchto pr̊useč́ık̊u. Mı́ra entanglementu je zde ale sńıžena částečnou spektrálńı rozlǐsitelnost́ı,
protože navázaná spektra emitovaných foton̊u jsou r̊uzná. To vyplývá z odlǐsné úhlové disperze obou
foton̊u, což je vidět z š́ı̌rek kružnic v obr. 10.14. Zobrazená š́ı̌rka odpov́ıdá spektrálńı š́ı̌rce 20 nm.

Pokud se pod́ıváme na polarizaci generovaných foton̊u, je zřejmé, že řádná polarizace muśı být vždy
kolmá na optickou osu. V zobrazeném př́ıpadě, θc = 49.3◦, optická osa protne rovinu, kde sledujeme
vzdálené pole generovaných foton̊u. Mimořádná polarizace muśı směřovat k tomuto bodu a řádná polari-

Obr. 10.14: Spektrum SPDC typu II generované v krystalu BBO při čerpáńı na vlnové délce 355 nm, kat 49.3◦.
Úhly v obrázku jsou definovány v̊uči směru čerpaćıho svazku. Barevné proužky představuj́ı spektrálńı š́ı̌rku 20 nm.
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zace muśı být k tomuto směru kolmá. Na tomto mı́stě provedeme pro názornost výpočet směr̊u polarizace.

Př. 10.5: Výpočet polarizace fotonových pár̊u SPDC v BBO typu II:

V tomto př́ıkladu chceme shrnout výpočty, které jsou nutné pro vykresleńı obr. 10.14. Bude nutné
pracovat s vektory ve dvou soustavách. V čárkované laboratorńı soustavě je směr čerpaćıho laseru v ose
x′3. V př́ıčné rovině je horizontálńı směr x′1 a vertikálńı směr vzh̊uru x′2.

Nečárkovaná soustava je spojená s prvky symetrie krystalu. Optická osa krystalu z⃗ je shodná se
směrem osy x3 a je skloněná o úhel katu θc v̊uči směru procházej́ıćıho čerpaćıho laserového svazku.
Protože popisujeme proces typu II v BBO, kde je optimálńı efektivita tohoto procesu pro ϕ = 0, splývá

horizontálńı osa x1 s x′1. Transformačńı matice je tedy pouze rotace x⃗′ =
←→
R (θc) · x⃗. Přechod mezi

souřadnými soustavami si můžeme ukázat na př́ıkladu transformace optické osy,

z⃗′ =
←→
R (θc) · z⃗ =

 1 0 0

0 cos θc sin θc
0 − sin θc cos θc

 0

0

1

 = (0, sin θc, cos θc) .

Nyńı vyřeš́ıme PMC podmı́nku (10.18) a pro vybraný úhel sklonu ξ v̊uči horizontálńı rovině źıskáme
jednotkový vlnový vektor idleru a úhel αe odklonu od osy čerpaćıho svazku (viz obr. 10.15).

k⃗′e ∝ s⃗′e = (cos ξ sinαe, sin ξ sinαe, cosαe), lab. soustava.

Abychom mohli určit index lomu idleru, je nutné znát úhel který sv́ırá k-vektor s optickou osou.
Skalárńı součin obou vektor̊u zapsaný v laboratorńı soustavě nám dává kosinus tohoto úhlu θ,

cos θ = s⃗′e · z⃗′ = sin ξ sinαe sin θc + cosαe cos θc.

Walk-off

Protože idler má mimořádnou polarizaci, je potřeba dopoč́ıtat jeho dvojlom. U jednoosého negativńıho
krystalu BBO dojde v̊uči k⃗e ∥ s⃗e k odklonu Poyntingova vektoru od optické osy. V hlavńı rovině lež́ı

optická osa, vektor k⃗e skloněný o úhel θ i Poynting̊uv vektor odkloněný o úhel dvojlomu ρ. Odklon
Poyntingova vektoru od optické osy je tedy daný rozd́ılem obou úhlu (θ − ρ), jak bylo diskutováno
v sekci 5.5 s výsledným vztahem (5.21). Pro jistotu tento vztah zopakujme

θ − ρ = arctan
[
(no/ne)

2
tan θ

]
Dvojlom se snáze poč́ıtá v soustavě symetrie krystalu (nečárkovaná soustava). Hlavńı rovina je pootočená
v̊uči optické ose o úhel ψ, takže můžeme zapsat přepočet vlnového vektoru do os krystalu následovně

s⃗e =
←→
R (−θc) · s⃗′e ⇒

 cosψ sin θ

sinψ sin θ

cos θ

 =

 sinαe cos ξ

sinαe sin ξ cos θc − cosαe sin θc
sinαe sin ξ sin θc + cosαe cos θc

 . (10.26)

Obr. 10.15: Označeńı úhl̊u popisuj́ıćıch
prostorovou geometrii SPDC v jednoosém
krystalu: ξ – zvolený úhel sklonu pro
výpočet úhl̊u αe, αo.

kp

ke

ko

x’1

x’2 x3 optická
osa

c

o

e
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Úhel ψ lze nyńı určit z poměru prvńıch dvou složek,

sinψ

cosψ
=

sinαe sin ξ cos θc − cosαe sin θc
sinαe cos ξ

.

Ted’ již můžeme zapsat jednotkový vektor ve směru Poyntingova vektoru idleru,

S⃗e =
(
cosψ sin(θ − ρ), sinψ sin(θ − ρ), cos(θ − ρ)

)
, soustava symetrie krystalu,

který si vynásobeńım s matićı rotace převedeme do laboratorńı soustavy.

Idler

Polarizaci idleru urč́ıme ze znalosti, že elektrické pole D⃗e muśı kmitat v rovině dané optickou osou z⃗ a
směrem s⃗. Jednotkový vektor ve směru polarizace označujeme p⃗e. Můžeme ho tedy zapsat jako lineárńı
kombinaci obou vektor̊u, p⃗e = az⃗ + bs⃗e. Vı́me že elektrické pole kmitá kolmo na směr vlnového vektoru,
p⃗e ⊥ s⃗e. Takže p⃗e · s⃗e = 0. Po dosazeńı dostaneme řešeńı

p⃗e ∝ z⃗ − cos θ s⃗e,

které muśı platit v libovolné vztažné soustavě. Výsledek je sice nenormovaný, ale směr je správný.

Signál

Signálńı foton je řádný a má tedy vlnový vektor ve směru Poyntingova vektoru. V laboratorńı soustavě
je můžeme zapsat:

S⃗′
o ∥ s⃗′o = (− cos ξ sinαo, − sin ξ sinαo, cosαo).

Jednotkový vektor ve směru řádné polarizace D⃗o můžeme spoč́ıtat jednoduše jako vektorový součin
vlnového vektoru a směru osy,

D⃗o ∝ p⃗o = s⃗′o × z⃗′.

Shrnut́ı

Výsledek lze shrnout následovně: 1) Fotony, které jsou generované daleko od hlavńı roviny čerpaćıho
laseru, maj́ı polarizace o pár stupň̊u pootočené v̊uči horizontálńımu a vertikálńımu směru.
2) Dvojlom zp̊usob́ı odklon š́ı̌reńı idleru od optické osy, což zp̊usob́ı to, že degenerované SPDC fotony se
uvnitř BBO krystalu š́ı̌ŕı prakticky po stejném kuželu.
3) Pokud uvažujeme krystal dlouhý 1mm, vytvoř́ı fotonové páry na konci krystalu kolečko o pr̊uměru
přibližně 20 µm.

10.5.3 Kwiat̊uv zdroj entanglovaných fotonových pár̊u

čerpání

SPDC

1. BBO krystal 2. BBO krystal

Dvojice
krystalů

Obr. 10.16: Schéma uspořádáńı dvou krystal̊u BBO ve zdroji entanglovaných pár̊u podle P. G. Kwiata. Směr
optické osy je naznačen na bočńı straně krystalu.
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P. G. Kwiat navrhnul experimentálńı uspořádáńı pro efektivněǰśı generaci polarizačně entanglovaných
fotonových pár̊u [33, 34]. Umı́stil za sebe dva totožné krystaly typu I vzájemně otočené o 90◦, viz
obr. 10.16. Každý z krystal̊u může být buzen pouze lineárńı složkou polarizace čerpaćıho svazku, která
odpov́ıdá mimořádné polarizaci. Tento směr lineárńı polarizace tedy lež́ı v hlavńı rovině krystalu. Takto
se označuje rovina určená směrem vektoru k⃗ a optickou osou krystalu. Pokud je dvojice krystal̊u čerpána
laserovým svazkem s obecně eliptickou polarizaćı, budou jednotlivé krystaly generovat fotony v poměru
rozkladu intenzity vstupńı polarizace čerpaćıho svazku do horizontálńıho a vertikálńıho směru. Generace
může prob́ıhat v obou krystalech současně. Jsou-li krystaly dostatečně tenké, dráhy vygenerovaných
foton̊u se překrývaj́ı. Dı́ky tomu pak nelze po detekci fotonu určit, ve kterém z krystal̊u fotonový pár
vzniknul. Generované fotonové páry maj́ı polarizaci popsanou koherentńım součtem př́ıspěvk̊u |HH⟩ z
jednoho a |V V ⟩ z druhého krystalu. T́ımto zp̊usobem lze generovat př́ımo polarizačně entanglované stavy,

|Φ⟩ = cosα|HH⟩+ eiβ sinα|V V ⟩. (10.27)

Parametry α a β závisej́ı na polarizaci čerpaćıho svazku. Poměr mezi |HH⟩ a |V V ⟩ složkami ovlivňuje
parametr α, který je možno plynule měnit rotaćı p̊ulvlnné destičky (HWP) v čerpaćım svazku. Parametr
β označuje fázový člen, který lze ovlivnit náklonem čtvrtvlnné destičky (QWP). Je-li α = 0 nebo α = π,
potom generuje fotonové páry vždy jen jeden krystal a výsledkem jsou separabilńı stavy. V př́ıpadě
α = π/2 generuj́ı fotonové páry oba krystaly stejnou měrou, což umožňuje vytvořit dva maximálně
entanglované Bellovy stavy.

|Φ±⟩ = (|HH⟩ ± |V V ⟩) /
√
2. (10.28)

Druhé dva Bellovy stavy lze źıskat z (10.28) otočeńım polarizace jednoho z generovaných foton̊u pomoćı
p̊ulvlnné fázové destičky s osou pod úhlem 45◦.

|Ψ±⟩ = (|HV ⟩ ± |V H⟩) /
√
2. (10.29)

Při nastaveńı α v intervalu mezi těmito limitńımi hodnotami se generuj́ı stavy částečně entanglované.

10.6 Shrnut́ı

� Rozvoj nelineárńı optiky byl umožněn d́ıky rozvoji laserové techniky. Nelineárńı optika zpětně na-
pomáhá v laserové technice generovat světlo požadované barvy.

� Pro popis nelineárńıch proces̊u je nejprve nutné zavést komplexńı parametry prostřed́ı a přej́ıt ke
frekvenčńım složkám poĺı. Dále je nutné odvodit závislost indexu lomu v oblasti normálńı disperze.
Nakonec je nutné popsat anizotropii nelineárńıch krystal̊u a symetrii tenzoru nelineárńı susceptibility.

� Nelineárńı vlnová rovnice se odvozuje typicky v neabsorbuj́ıćım prostřed́ı.

� Zákony zachováńı energie a hybnosti se v nelineárńıch procesech spojuj́ı do podmı́nky fázové syn-
chronizace.

� Efektivita nelineárńıho procesu je mimo jiné závislá na geometrickém uspořádáńı, které lze popsat
pomoćı r̊uzných úhl̊u vzájemného natočeńı.

� V periodicky pólovaných materiálech přibude do podmı́nky fázové synchronizace vlnový vektor od-
pov́ıdaj́ıćı periodě prostřed́ı. Název nového vztahu je podmı́nka kvazi fázové synchronizace. Typicky jde
o feroelektrické materiály jako je KTP s periodickým stř́ıdáńım domén.

� SPDC se typicky použ́ıvá ke generaci kvantově korelovaných, entanglovaných fotonových pár̊u.
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10.7 Př́ıklady

Př. 10.6: Mimořádný index lomu jednoosého krystalu:
Ze vztah̊u odvozených pro indexový elipsoid jednoosého krystalu v kapitole 5 odvod’te alternativńı vztah
pro úhlovou závislost indexu lomu mimořádného svazku (10.16).

Př. 10.7: Úhly SPDC typu I v BBO:
Využijte Sellmeierovy vztahy (10.15) a rovnici (10.17) pro výpočet vnitřńıho úhlu parametrické sestupné
konverze typu I v materiálu BBO. S využit́ım Snellova zákona pak dopoč́ıtejte úhel svazku SPDC za
krystalem. Výsledek namalujte do grafu ve vhodném programu na poč́ıtači.

Nápověda: Výsledek by se měl shodovat s obr. 10.5.

Př. 10.8: Úhly katu pro SPDC v BBO:
S využit́ım vztah̊u odvozených v této kapitole spoč́ıtejte mezńı úhel katu θc, při kterém je SPDC v BBO
materiálu kolineárńı. Výpočet proved’te pro proces typu I a II. Čerpaćı vlnová délka necht’ je: a) 355 nm,
b) 400 nm,

Nápověda: Výsledek pro 355 nm si můžete zkontrolovat podle obr. 10.4.
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Př́ıloha A

Fyzikálńı dodatek

A.1 Maxwellovy rovnice pro elektromagnetické pole

Název Maxwellovy rovnice se použ́ıvá pro čtyři rovnice, které dávaj́ı do vzájemného vztahu elektrické a
magnetické jevy, a vytvářej́ı úplný klasický popis elektromagnetického pole. Tyto rovnice se často zapisuj́ı
v diferenciálńım tvaru (1.1), který byl uveden hned v prvńı kapitole na str. 7.

Tyto rovnice se odvozuj́ı podrobně v základńıch učebnićıch fyziky v části věnované elektřině a mag-
netizmu. V učebnićıch optiky [2, 3, 4, 7] se Maxwellovy rovnice již neodvozuj́ı, ale pouze se uvedou
jako známé a dále se s nimi pracuje. My zde podrobné odvozováńı nebudeme uvádět, pouze pro úplnost
připomeňme integrálńı tvar Maxwellových rovnic. V integrálńım tvaru maj́ı rovnice bĺıže k reálným expe-
riment̊um, protože pracuj́ı s makroskopickými náboji a proudy. V této sekci budeme použ́ıvat geometrické
relace podle obr. A.1.

S
B

E c
S

I

H
S

V
Q

D

Obr. A.1: Vektory pole, plochy, objemy a jejich hranice, které se vyskytuj́ı v Maxwellovych rovnićıch.

Faradaẙuv zákon popisuje elektromagnetickou indukci,

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t
. (A.1)

Zavedeme si magnetický indukčńı tok Φ = B⃗·S⃗, který protéká orientovanou plochou S⃗. Přeintegrujeme
přes tuto plochu a použijeme Stokesovu větu o přechodu od plošného integrálu po ploše S k integrálu po
křivce c, která plochu ohraničuje,

∫
S
∇× E⃗ · d⃗S =

∮
c
E⃗ · d⃗l. Takto dostaneme integrálńı tvar prvńı rovnice∮

c

E⃗ · d⃗l = − d

dt
Φ = − d

dt

∫
S

B⃗ · d⃗S. (A.2)

Ampér̊uv zákon popisuje fakt, že proudy generuj́ı magnetické pole,

∇× H⃗ = j⃗ +
∂D⃗

∂t
. (A.3)
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Opět přeintegrujeme levou i pravou stranu rovnice přes plochu S⃗ a s pomoćı Stokesovy věty pro rotaci
magnetické intenzity,

∫
S
∇× H⃗ · d⃗S =

∮
c
H⃗ · d⃗l, dostaneme integrálńı tvar druhé rovnice,∮

c

H⃗ · d⃗l = I +
d

dt

∫
S

D⃗ · d⃗S. (A.4)

Členy na pravé straně maj́ı význam proudu, I je proud volných náboj̊u a druhý člen nazýváme Maxwell̊uv
posuvný proud.

Jaké magnetické pole generuje ve vzdálenosti r př́ımý vodič, kterým teče proud I?∮
c

B⃗ · d⃗l = B2πr = µI ⇒ B =
µ

2π

I

r
. (A.5)

Śıla, kterou by magnetické pole p̊usobilo na testovaćı vodič s proudem i⃗, se vypočte ze vztahu F⃗ = i⃗× B⃗.

Gauss̊uv zákon se někdy označuje též Coulomb̊uv zákon, protože popisuje elektrické pole, které generuj́ı
elektrické náboje s hustotou ρ,

∇ · D⃗ = ρ. (A.6)

Provedeme-li integraci, dostaneme celkový náboj Q ve zkoumané oblasti. Dále použijeme Gaussovu
větu o přechodu objemového integrálu z divergence na plošný integrál,

∫
V
∇ · D⃗ dV =

∮
S
D⃗ · d⃗S. Jako

obvykle plocha S ohraničuje objem V . Dostaneme výsledný integrálńı vztah pro třet́ı Maxwellovu rovnici∮
S

D⃗ · d⃗S = Q =

∫
V

ρ dV. (A.7)

Jaké elektrické pole bude generovat bodový náboj? Pro bodový náboj, který bychom uzavřeli do
pomyslné koule o poloměru r, muśı platit

E⃗ =
D⃗

ε
=

1

4πε

Q

r2
. (A.8)

Śıla, kterou by p̊usobilo elektrické pole na testovaćı náboj q, se vypočte podle vztahu F⃗ = qE⃗.

Spojitost indukčńıho toku je posledńı čtvrtá Maxwellova rovnice a znamená neexistenci magnetických
monopól̊u, ∇ · B⃗ = 0. Po integraci to vede ke vztahu∮

S

B⃗ · d⃗S = 0.

Můžeme ř́ıci, že tok magnetického pole uzavřenou plochou je vždy nulový. Co na jedné straně přiteče, to
muśı druhou stranou odtéci.

A.1.1 Spojitost elektromagnetiských poĺı na rozhrańı

Maxwellovy rovnice a z nich źıskaná vlnová rovnice popisuje š́ı̌reńı světla v prostřed́ı s daným indexem
lomu. Daľśım krokem je popis chováńı elektromagnetického pole na rozhrańı dvou pro jednoduchost
izotropńıch materiál̊u s indexy lomu n1 a n2. Normálu k tomuto rozhrańı označme n⃗.

Tečné složky intenzit

Jako prvńı budeme řešit elektrickou intenzitu, která má v jednotlivých materiálech velikost E⃗1 a E⃗2.
Zintegrujeme Faradaẙuv zákon přes plochu, která procháźı rozhrańım, jak to ukazuje obr. A.2a). Pomoćı
Stokesovy věty zmı́něné v předchoźım textu této př́ılohy již dvakrát nahrad́ıme integrál z rotace přes
zeleně šrafovanou plochu S integrálem podél obvodu této plochy c.∫

S

∇× E⃗ · d⃗S =

∮
c

E⃗ · d⃗l = −
∫
S

∂B⃗

∂t
· d⃗S.
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Obr. A.2: a) Integračńı plocha pro výpočet spojitosti tečných složek intenzit. b) Integračńı objem pro výpočet
spojitosti normálových složek indukćı.

Provedeme limitu, kdy š́ı̌rka integračńıho obdélńıku se bude bĺıžit k nule. Velikost plochy S p̊ujde k nule
a d́ıky tomu p̊ujde k nule i plošný integrál z derivace magnetického pole. Integrál podél křivky c přejde
na integraci podél deľśıch stran obdélńıku. T́ım dostaneme (E⃗2− E⃗1) · t⃗ = 0, kde vektor t⃗ je tečný vektor
podél rozhrańı. Protože směr tečného vektoru je libovolný v 2D ploše rozhrańı, lze spojitost tečných složek
elektrického pole zapsat obecně tak, že se na rozhrańı dvou materiál̊u může měnit pouze normálová složka
elektrické intenzity.

(E⃗2 − E⃗1)× n⃗ = 0.

Nyńı bychom mohli analogicky zintegrovat Ampér̊uv zákon. Rozd́ıl je pouze v tom, že v Ampérově
zákonu vystupuje nav́ıc ještě proud. Výsledný vztah pro spojitost tečných složek magnetické intenzity
proto vypadá následovně,

(H⃗2 − H⃗1)× n⃗ = j⃗S ,

kde j⃗S představuje hustotu povrchového proudu. Pro dielektrika je ale tento proud nulový a i magnetická
intenzita má tedy na rozhrańı dvou dielektrik spojité své tečné složky H⃗1 a H⃗2.

Normálové složky indukćı

Nyńı vyjdeme z Gaussova-Coulombova zákona. Ten budeme integrovat v objemu válce V , který je
v obr. A.2b) zakreslen modře. Podstava válce, jenž procháźı rozhrańım, představuje plochu S. Využijeme
Gaussovu větu pro přechod integrálu z divergence na plošný integrál po hranici integračńıho objemu.∫

V

∇ · D⃗ dV =

∮
S

D⃗ · d⃗S =

∫
V

ρ dV.

Opět limitně sńıž́ıme výšku integračńıho válce k nule. Dı́ky tomu se objemový integrál zmenš́ı na nulu
a plošný integrál bude integraćı pouze přes horńı a dolńı podstavu válce. Takto odvod́ıme spojitost
normálových složek elektrické indukce na rozhrańı. Nespojitost by mohl zp̊usobit pouze povrchový náboj
s hustotou ρS na rozhrańı v ploše S.

(D⃗2 − D⃗1) · n⃗ = ρS .

Samozřejmě u dielektrik, kde je povrchový náboj nulový, jsou normálové složky indukce na rozhrańı
spojité.

Obdobně můžeme postupovat i se čtvrtou Maxwellovou rovnićı a dostali bychom analogicky pro
magnetickou indukci následuj́ıćı vztah,

(B⃗2 − B⃗1) · n⃗ = 0.

Uvedené čtyři podmı́nky na rozhrańı nejsou nezávislé, protože elektromagnetická pole jsou svázaná
Maxwellovými rovnicemi. Proto stač́ı splnit dvě podmı́nky pro tečné komponenty a d́ıky splněńı Max-
wellových rovnic v obou prostřed́ıch oddělených rozhrańım budou automaticky splněny i daľśı dvě pod-
mı́nky pro normálové složky [35].
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A.2 Rozděleńı látek podle materiálových vztah̊u

Zapǐsme si obvyklé materiálové vztahy, které jsou nezbytné pro řešeńı Maxwellových rovnic,

D⃗ = ε0E⃗ + P⃗ (E⃗), P⃗ = ε0
←→χe E⃗,

B⃗ = µ0H⃗ + M⃗(H⃗), M⃗ = µ0
←→χmH⃗.

Látky můžeme dělit podle r̊uzných kritéríı. Ukažme si to na př́ıkladu pěti druh̊u děleńı magnetických
vlastnost́ı látek. Obdobně se to dá zavést i pro elektrické vlastnosti.

1. kritérium popisuje to, zda je látka bez p̊usobeńı vněǰśıho magnetického pole permanentńı magnet,

■ magneticky měkké, M⃗0 = 0

■ magneticky tvrdé, M⃗0 ̸= 0, spontánńı magnetizace (bez vněǰśıho pole)

2. kritérium popisuje linearitu odezvy na vněǰśı pole

■ lineárńı, M ∝ H

■ nelineárńı, M ∝ f(H,H2) + vyšš́ı členy

3. kritérium zkoumá, zda maj́ı r̊uzná mı́sta materiálu r̊uzné vlastnosti

■ homogenńı, χm neńı funkćı polohy r⃗

■ nehomogenńı, χm(r⃗), často se řeš́ı vrstevnaté nebo planárńı struktury

4. kritérium popisuje závislost vlastnost́ı materiálu na frekvenci vněǰśıho pole

■ disperzńı (funkce odezvy) ⇒ χm(ω)

■ nedisperzńı (bez zpožděńı, odezva ihned, pro pomalé vněǰśı pole, kvazistatické přibĺıžeńı)

5. kritérium zkoumá, zda má materiál r̊uzné vlastnosti v r̊uzných směrech

■ izotropńı, susceptibilita je č́ıslo ←→χm = χm
←→
11 , H⃗ ∥ B⃗

■ anizotropńı, ←→χm je skutečný tenzor, H⃗ ∦ B⃗

Např́ıklad pro magneticky měkké lineárńı homogenńı a izotropńı prostřed́ı bez disperze budou ma-
teriálové vztahy následuj́ıćı

←→ε = ε
←→
11 , D⃗ = εE⃗,

←→µ = µ
←→
11 , B⃗ = µH⃗.

Relativńı konstanty prostřed́ı budou εr = 1 + χe, µr = 1 + χm.

Projevem toho, že zdrojem elektromagnetických poĺı jsou elektrické náboje a jejich pohyb, je to, že
vektor polarizace P⃗ směřuje přibližně ve směru vektoru elektrického pole E⃗ (neńı v protisměru). Proto
muśı platit χe ≥ 0; εr ≥ 1.

Pro magnetické vlastnosti to tak neńı, magnetická susceptibilita může být i záporná. Můžeme ř́ıci,
že odezva na magnetické pole je:

bud’ lineárńı

{
χm < 0 diamagnetika,

χm > 0 paramagnetika,

nebo nelineárńı, χm ≫ 0 feromagnetika.
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A.3 Globálńı zákony zachováńı

S

V

I
a

a

A

P
a Obr. A.3: Zákon zachováńı veličiny A v prostorové oblasti

o objemu V ohraničené plochou S.

V př́ırodě plat́ı zákony zachováńı mnoha veličin. Z principu je tedy možné si odvodit obecný zákon
zachováńı nějaké veličiny s objemovou hustotou a. Zákon zachováńı si můžeme vyjádřit v diferenciálńım
tvaru ve zvoleném bodě prostoru. Nebo si můžeme spoč́ıtat integrálńı zákon zachováńı veličiny A v objemu
V , jak to ukazuje obr. A.3. Mezi těmito veličinami plat́ı integrálně diferenciálńı vztahy,

a =
dA

dV
, A =

∫
V

a dV.

Je potřeba si definovat daľśı dvě veličiny. Prvńı je hustota zdroj̊u pa, jej́ıž objemový integrál nám
určuje, kolik vznikne veličiny A v objemu V za jednotku času (1 s).

P a =

∫
V

padV.

Veličina A může ze zkoumaného objemu také vytékat. Proto je druhou d̊uležitou veličinou hustota toku
j⃗a. Pokud chceme určit, kolik této veličiny A vyteče z objemu V za jednotku času, muśıme si definovat
plochu rozhrańı S, přes kterou tok zintegrujeme. Celkový tok bude

Ia =

∮
S

j⃗a · d⃗S.

Zákon zachováńı zaṕı̌seme ve tvaru

dA

dt
+ Ia = P a,

který znamená toto: Zdroje vytvoř́ı za jednotku času P a množstv́ı veličiny A v objemu V . Prvńı část
této veličiny zp̊usob́ı př́ır̊ustek v daném objemu a druhá část vyteče přes hranici z tohoto objemu ven.
Pokud do rovnice dosad́ıme předchoźı výrazy, dostaneme∫

V

∂a

∂t
dV +

∮
S

j⃗a · d⃗S =

∫
V

padV,

∫
V

∂a

∂t
dV +

∫
V

∇ · j⃗adV =

∫
V

padV.

Při tomto odvozeńı jsme použili Gaussovu větu o přechodu z plošného na objemový integrál. Má-li platit
tento integrálńı vztah pro jakýkoliv objem, muśı platit rovnost i pro integrované veličiny. Diferenciálńı
zákon zachováńı má tedy tvar

∂a

∂t
+∇ · j⃗a = pa. (A.9)

Obdobně bychom postupovali i v př́ıpadě odvozováńı zákona zachováńı vektorové veličiny a⃗. Pro
vektorovou veličinu bychom odvodili analogický výraz

∂a⃗

∂t
+∇ ·

←→
ja = p⃗a.
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A.3.1 Zákon zachováńı energie pro elektromagnetické pole

Začneme t́ım, že si napoč́ıtáme divergenci Poyntingova vektoru,

∇ · S⃗ = ∇ · (E⃗ × H⃗) = H⃗ · ∇ × E⃗ − E⃗ · ∇ × H⃗ = −

(
H⃗
∂B⃗

∂t
+ E⃗

∂D⃗

∂t

)
− E⃗ · j⃗.

Nejdř́ıve jsme rozepsali derivaci součinu tak, aby se derivovala pouze jedna proměnná napravo od sym-
bolu ∇. Potom jsme za rotace poĺı dosadili prvńı a druhou Maxwellovu rovnici. Pro látky s lineárńımi
materiálovými vztahy, D⃗ = εE⃗, B⃗ = µH⃗, lze použ́ıt definici hustoty elektromagnetické energie a jej́ı
časové derivace,

w =
1

2
(E⃗ · D⃗ + H⃗ · B⃗),

∂w

∂t
= H⃗

∂B⃗

∂t
+ E⃗

∂D⃗

∂t
.

Zavedený Poynting̊uv vektor S⃗ = E⃗ × H⃗ znač́ı tok energie z daného objemu. Takto můžeme zapsat
zákon zachováńı elektromagnetické energie v obvyklém tvaru (A.9) a identifikovat jednotlivé členy,

∂w

∂t
+∇ · S⃗ = −j⃗ · E⃗.

Zde prvńı člen znač́ı změnu energie pole ve zkoumané oblasti, druhý člen popisuje výtok elektromag-
netické energie ze zkoumaného mı́sta. Pravá strana je zodpovědná za Coulombovské teplo, ve které se
elektromagnetické pole může měnit v absorbuj́ıćım prostřed́ı.

A.3.2 Hustota elektrické a magnetické energie

Ukažme si nyńı, že hustota elektrické energie we a hustota magnetické energie wm jsou pro elektro-
magnetické pole stejné. Použijeme prvńı Maxwellovu rovnici (1.1) a spoč́ıtáme si derivace pro rovinnou
monochromatickou vlnu,

∇× E⃗ = −∂B⃗
∂t

⇒ ı⃗k × E⃗ = ıωµH⃗.

Nyńı použijeme vztah pro pod́ıl k/ω = n/c =
√
εµ s t́ım, že budeme uvažovat kolmost vektor̊u a dále

budeme poč́ıtat již pouze jejich velikosti. Takto dostaneme pro elektromagnetické pole d̊uležitý vztah pro
pod́ıl elektrického a magnetického pole,

√
εE =

√
µH. (A.10)

Dı́ky této rovnosti nám hned vycháźı rovnost elektrické a magnetické složky hustoty elektromagnetické
energie,

we = 1
2 E⃗ · D⃗ = 1

2εE
2

wm = 1
2H⃗ · B⃗ = 1

2µH
2

}
⇒ we = wm. (A.11)

A.3.3 Anizotropńı prostřed́ı

Ukažme si, jaké podmı́nky muśı splňovat tenzor permitivity v anizotropńım prostřed́ı. Hustota energie se
zde spoč́ıtá podle

we =
1

2
E⃗ · D⃗ =

1

2
ε0εijEiEj =

1

2
ε0E⃗ · ←→ε · E⃗.

Časová derivace hustoty energie bude

∂ue
∂t

= u̇e =
1

2
ε0εij [ĖiEj + EiĖj ].

Dı́ky tomu, že můžeme prohazovat pořad́ı derivaćı, muśı platit εij = εji. Pro neabsorbuj́ıćı prostřed́ı
s komplexńı permitivitou ε̃, tj. v př́ıpadě cirkulárńı anizotropie, plat́ı obecněǰśı podmı́nka: εij = ε∗ji.
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A.4 Odvozeńı indexu lomu mimořádného svazku

V sekci 5.4 jsme zavedli vlastńı stavy polarizace v jednoosém krystalu. Zat́ımco řádný svazek má index
lomu vždy no, mimořádný svazek má index lomu závislý na směru daném úhlem θ podle (5.16), který
zde zopakujeme,

n2e(θ) = εB −
ε2D
εC
.

Úhel θ je odklon směru vlnového vektoru k⃗ od optické osy. Za pomocné parametry εB , εC a εD, které
jsme si zavedli ve vztahu (5.14), dosad́ıme z textu kap. 5 a odvod́ıme si výsledný vzorec.

n2e(θ) = ε1 cos
2 θ + ε3 sin

2 θ − ((ε1 − ε3) sin θ cos θ)2

ε1 sin
2 θ + ε3 cos2 θ

=
(ε1 cos

2 θ + ε3 sin
2 θ)(ε1 sin

2 θ + ε3 cos
2 θ)− ((ε1 − ε3) sin θ cos θ)2

ε1 sin
2 θ + ε3 cos2 θ

=
ε1ε3(sin

4 θ + cos4 θ) + 2ε1ε3 sin
2 θ cos2 θ

ε1 sin
2 θ + ε3 cos2 θ

=
ε1ε3(sin

2 θ + cos2 θ)2

ε1 sin
2 θ + ε3 cos2 θ

=
ε1ε3

ε1 sin
2 θ + ε3 cos2 θ

=
1

sin2 θ/ε3 + cos2 θ/ε1
.

Nyńı dosad́ıme hlavńı indexy lomu (ε1 = n2o, ε3 = n2e) a dostaneme finálńı vztah (5.17) z textu kapitoly,

1

n2e(θ)
=

sin2 θ

ε3
+

cos2 θ

ε1
=

sin2 θ

n2e
+

cos2 θ

n2o
.
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A.5 Odvozeńı indexové plochy z Fresnelovy rovnice

V sekci 6.2 jsme si z Fresnelovy rovnice odvodili vztah pro vlastńı hodnoty indexu lomu. Nyńı podrobně
probereme postup, kterým se z řešeńı nulovosti následuj́ıćıho determinantu dostane rovnice indexové
plochy (6.1).

∆ =

∣∣∣∣∣∣
n21 − (1− s21)N2 s1s2N

2 s1s3N
2

s1s2N
2 n22 − (1− s22)N2 s2s3N

2

s1s3N
2 s2s3N

2 n23 − (1− s23)N2

∣∣∣∣∣∣ = 0 (A.12)

Řešeńı spoč́ıvá v tom, že pro směr š́ı̌reńı zadaný jednotkovým vektorem s⃗ = (s1, s2, s3) najdeme vlastńı
č́ıslo (hledaný index lomu N) tak, aby byla splněna rovnice (A.12). Normovaćı podmı́nka pro jednotkový
vektor zńı: |s⃗| = s21 + s22 + s23 = 1.

Při výpočtu determinantu źıskáme násobeńım diagonálńıch člen̊u násobky {1, N2, N4, N6} – část I,
pak źıskáme tři záporné př́ıspěvky (jeden člen na diagonále krát dva členy mimo diagonálu) {N4, N6} –
část II. Nakonec zbývaj́ı dva kladné př́ıspěvky, které vzniknou násobeńım člen̊u mimo diagonálu {N6} –
část III. Zapǐsme si nyńı jednotlivé části determinantu:

část I

n21n
2
2n

2
3 + N2

[
(s21 − 1)n22n

2
3 + (s22 − 1)n21n

2
3 + (s23 − 1)n21n

2
2

]
+ N4

[
n21(s

2
2 − 1)(s23 − 1) + n22(s

2
1 − 1)(s23 − 1) + n23(s

2
1 − 1)(s22 − 1)

]
+ N6(s21 − 1)(s22 − 1)(s23 − 1)

část II

− N4(n21s
2
2s

2
3 + n22s

2
1s

2
3 + n23s

2
1s

2
2)

− N6
[
(s21 − 1)s22s

2
3 + (s22 − 1)s21s

2
3 + (s23 − 1)s21s

2
2

]
část III

+N62s21s
2
2s

2
3.

Př́ıspěvky ze všech tř́ı část́ı muśıme seč́ıst. Proto dáme k sobě členy s odpov́ıdaj́ıćı mocninou N a dosta-
neme u jednotlivých mocnin tyto výrazy:

N0:

n21n
2
2n

2
3 = n21n

2
2n

2
3(s

2
1 + s22 + s23)

N2:

−(s22 + s23)n
2
2n

2
3 − (s21 + s23)n

2
1n

2
3 − (s21 + s22)n

2
1n

2
2 = −s21n21(n22 + n23)− s22n22(n21 + n23)− s23n23(n21 + n22)

N4:

−n21(s22 + s23 − 1)− n22(s21 + s23 − 1)− n23(s21 + s22 − 1) = s21n
2
1 + s22n

2
2 + s23n

2
3

N6:

s21s
2
2s

2
3 − s21s22 − s21s23 − s22s23 + s21 + s22 + s23 − 1− 3s21s

2
2s

2
3 + s22s

2
3 + s21s

2
3 + s21s

2
2 + 2s21s

2
2s

2
3 = 0

Jak je zřejmé, člen s nejvyšš́ı mocninou (N6) vyjde identicky nulový.

Pod́ıvejme se podrobněji na členy celkového determinantu s s21. Členy s s22 nebo s s23 muśı být syme-
trické, źıskáme je pouhou cyklickou záměnou index̊u.

s21
[
n21n

2
2n

2
3 −N2n21(n

2
2 + n23) + n21N

4
]

= s21n
2
1

[
N4 −N2(n22 + n23) + n22n

2
3

]
= s21n

2
1(N

2 − n22)(N2 − n23).
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Sečteme-li analogické členy pro všechny tři složky s21, s
2
2, s

2
3, potom dostaneme podmı́nku nulovosti

determinantu (A.12) ve tvaru

s21n
2
1(N

2 − n22)(N2 − n23)
+s22n

2
2(N

2 − n21)(N2 − n23)
+s23n

2
3(N

2 − n21)(N2 − n22) = 0. (A.13)

Pokud jsou závorky (N2 − n2i ) ̸= 0 pro i = 1, 2, 3, potom můžeme těmito závorkami podělit a
podmı́nku pro vlastńı č́ıslo N upravit na následuj́ıćı tvar,

s21n
2
1

N2 − n21
+

s22n
2
2

N2 − n22
+

s23n
2
3

N2 − n23
= 0 (A.14)

Např́ıklad, pokud se omeźıme jen na osu x1, tedy s1 = 1, s2 = s3 = 0, potom dostaneme vztah

(N2 − n22)(N2 − n23) = 0.

Je zřejmé, že při š́ı̌reńı ve směru osy x⃗1 maj́ı dva vlastńı stavy polarizace světla index lomu n2 a n3.
V obecném směru muśıme řešit kvadratickou rovnici pro N2, kterou můžeme źıskat roznásobeńım závorek
v (A.13),

N4(s21n
2
1 + s22n

2
2 + s23n

2
3)−N2

[
s21n

2
1(n

2
2 + n23) + s22n

2
2(n

2
1 + n23) + s23n

2
3(n

2
1 + n22)

]
+ n21n

2
2n

2
3 = 0

Jak je známo, řešeńım kvadratické rovnice AN4+BN2+C = 0 dostaneme dva kořeny, které maj́ı velikost
N2

± = (−B ±
√
B2 − 4AC)/2A.

Zavedeme si vektor délky indexu lomu ve směru k⃗ vlnového vektoru: X⃗Σ = (X,Y, Z) = N(s1, s2, s3).
Dosazeńım do předešlé kvadratické rovnice źıskáme vztah pro dvouvrstvou plochu, která se označuje
indexová plocha (Σ)

[n21X
2 + n22Y

2 + n23Z
2][X2 + Y 2 + Z2]

−
[
X2n21(n

2
2 + n23) + Y 2n22(n

2
1 + n23) + Z2n23(n

2
1 + n22)

]
+ n21n

2
2n

2
3 = 0 (A.15)

Jaký je rozd́ıl mezi t́ımto zápisem a předešlým výrazem (A.13)?

■ Rovnice (A.13) je rovnice pro vlastńı č́ıslo – index lomu N .

■ V rovnici (A.15) hledáme vektor X⃗Σ, který vyhovuje této rovnici. Index lomu je pak délka tohoto
vektoru.
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[6] L. Skála: Úvod do kvantové mechaniky, ACADEMIA Praha, 2005.

[7] S. Huard: Polarization of Light, Wiley, 1996, ISBN: 978-0471965367.

[8] A. Yariv, P. Yeh: Optical Waves in Crystals, John Wiley & Sons, 2002, ISBN: 978-0471430810.

[9] V.G. Dmitriev, G.G. Gurzadyan, D.N. Nikogosyan: Handbook of Nonlinear Optical Crystals, Sprin-
ger, 3rd edition, 1999, ISBN: 978-3540653943.

[10] B.E.A. Saleh, M.C. Teich: Fundamentals of Photonics, Wiley-Interscience, 2nd edition, 2007, ISBN:
978-0471358329.
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Seznam použitých symbol̊u

1D jednodimenzionálńı, jednorozměrný

2D dvoudimenzionálńı, plošný

3D trojdimenzionálńı, prostorový
←→
11 jednotková matice, identita

x⃗1, x⃗2, x⃗3 osy kartézského souřadnicového systému

a mř́ıžková konstanta kubických mř́ıžek

aex poloměr excitonu

a⃗ jednotkový vektor ve směru polarizace
←→a , aij matice transformace souřadnic

A⃗ vektorový potenciál

B⃗ vektor magnetické indukce

c rychlost světla ve vakuu, c = 299 792 458m/s (přesně)

Cn operace symetrie, n-četná osa rotace

Cklmn tenzor pružnosti popsané v elastické oblasti Hookovým zákonem

d tloušt’ka krystalu

dijk piezoelektrický tenzor

D š́ı̌rka optického svazku

D⃗ vektor elektrické indukce

e Eulerovo č́ıslo (2.718 281 828 4)

e elementárńı náboj, e = 1.602 176 634× 10−19 C (přesně)

eV elektronvolt, energie, kterou źıská elektron urychleńım potenciálem 1 V

E energie

Ec(q), Ev(q) vodivostńı a valenčńı energetický pás v q-prostoru

Eg š́ı̌rka zakázaného pásu

Ep energie fononu

E⃗ vektor elektrické intenzity

fFD Fermiho-Dirackova statistická rozdělovaćı funkce

f(q) vzdálenost vodivostńıho a valenčńıho pásu v q-prostoru

fcv(ω) śıla oscilátoru

fak frekvence akustické vlny
←→g symetrický tenzor gyrace

ℏ redukovaná Planckova konstanta, 2πℏ = 6.626 075 15× 10−34 J s (přesně)

Ĥ hamiltonián

Ĥ0, Ĥ1 stacionárńı a poruchový hamiltonián

H⃗ vektor magnetické intenzity

ı imaginárńı jednotka (ı =
√
−1)

i operace symetrie inverze

I operace symetrie identita, nebo proud
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j⃗ hustota proudu

Jcv sdružená hustota stav̊u

kB Boltzmannova konstanta, kB = 1.380 649× 10−23 J/K (přesně)

k⃗ vlnový vektor světla, k = 2π/λ

K⃗ vlnový vektor akustické vlny, K = 2π/Λ

L délka krystalu

m hmotnost elektronu

m0 hmotnost volného elektronu, m0 = 0.910 938 370× 10−30 kg

mc,mv efektivńı hmotnost elektronu ve vodivostńım pásu, d́ıry ve valenčńım pásu

mr redukovaná efektivńı hmotnost excitonu

M materiálová konstanta popisuj́ıćı účinnost AO difrakce

Mn hmotnost neutronu, Mn = 1.674 927× 10−27 kg

M⃗ vektor magnetizace

n index lomu

no, ne řádný a mimořádný index lomu v jednoosém krystalu

N indexu lomu jako vlastńı č́ıslo řešené rovnice, koncentrace elektron̊u

Ñ komplexńı index lomu, Ñ = n+ ıκ
NA Avogadrova konstanta, NA = 6.022 140 76× 1023 mol−1 (přesně)

p̂ operátor hybnosti

P⃗ vektor polarizace

pijmn fotoelastický tenzor (někdy se označuje jako elastooptický tenzor)

q velikost vlnového vektoru elektronu, hustota náboje elektron̊u

Q hustota náboje iont̊u, parametr popisuj́ıćı režim AO prvku

q⃗ vlnový vektor elektronu

r⃗ polohový vektor elektronu

rijk tenzor lineárńıho elektrooptockého jevu (Pockels̊uv jev)

Rex vazebná energie základńıho stavu excitonu (excitonový Rydberg)

s⃗ jednotkový vektor ve směru vlnového vektoru světla, k⃗ = ks⃗

S plocha

S⃗ Poynting̊uv vektor

Sn operace symetrie n-četná nevlastńı osa rotace

Sijkl tenzor kvadratického elektrooptického jevu (Kerr̊uv jev)

t čas

uq⃗(r⃗) periodická část Blochovy vlnové funkce

uij tenzor malých deformaćı

u⃗ vektor výchylky z rovnovážné polohy při deformaci krystalu

U,Upn napět́ı přiložené na kontakty

Uπ p̊ulvlnné napět́ı

V objem

V (r⃗) periodický potenciál pro elektrony v krystalu

v⃗ vektor rychlosti

vak rychlost akustické vlny

v⃗f , v⃗g fázová, resp. grupová rychlost

w hustota elektromagnetické energie

we, wm hustota elektrické energie a magnetické energie

w0 pološ́ı̌rka sedla gassovského svazku

Wcv pravděpodobnost přechodu elektronu z valenčńıho do vodivostńıho pásu (v→ c)

X⃗ vektor popisuj́ıćı indexový elipsoid (indikatrix)

z řád tenzoru (Tijk je tenzor 3. řádu, z = 3)
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α absorpčńı koeficient

γijk tenzor cirkulárńı anizotropie

Γ⃗ vektor gyrace

δ Diracova δ-funkce

δij Kroneckerovo delta

ε permitivita

ε̃ komplexńı permitivita, ε̃ = ε1 + ıε2

ε0 permitivita vakua, ε0 = 8.854 187 8× 10−12 F/m

εr relativńı permitivita

η účinnost AO difrakce

θ polárńı úhel

δθ úhlový rozptyl (divergence) optického svazku

θB Bragg̊uv úhel rozptylu

θc úhel řezu krystalu

ϑ sklon optické osy dvouosého materiálu

κ vazebná konstanta popisuj́ıćı difrakci

κ index extinkce, komplexńı část indexu lomu

λ vlnová délka světla

Λ vlnová délka akustické vlny

µ permeabilita

µ0 permeabilita vakua, µ0 = 4π × 10−7H/m

µr relativńı permeabilita

ν frekvence světla

π Ludolfovo č́ıslo (3.141 592 653 6)

πijkl piezooptický tenzor

ρ hustota náboje; měrný odpor; úhel dvojlomu (walk-off)

σ vodivost

σh, σv, σd operace symetrie r̊uzně orientované roviny zrcadleńı

Σij tenzor mechanického napět́ı

τ doba života, relaxačńı doba, časová konstanta

ϕ azimutálńı úhel

δΦ úhlový rozptyl akustické vlny

χ, χe elektrická susceptibilita

χm magnetická susceptibilita

ψq⃗(r⃗) Blochova vlnová funkce

ω kruhová frekvence světla (ℏω je energie jednoho fotonu)

ωa frekvence přechodu v atomu

ωr frekvence módu rezonátoru

ωTO, ωLO frekvence př́ıčného a podélného optického fononu

ωpl plazmová frekvence elektron̊u v kovu

Ω frekvence akustické vlny
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