Uvod do fyziky pevnych latek
SLO/UFPL

Jan Soubusta

Spole¢na laboratof optiky UP a Fyzikalniho tistavu AV CR
17. listopadu 50A, 779 07 Olomouc

Olomouc 2023

Navazujici text je Fyzika pevnych latek.



Recenzenti: zatim nikdo

1. vydéani

(© Jan Soubusta, 2023
(© Univerzita Palackého v Olomouci, 2023

Tato publikace neprosla ve vydavatelstvi jazykovou tpravou.

Névazano na publikaci FPL z dubna 2012: 978-80-244-3095-9

Aktualizace a dodateéné informace k tomuto textu jsou dostupné na adrese:
http://jointlab.upol.cz/soubusta/PL/

Sazba textu: BTEX, obrazky m

http://www.gle-graphics.org/

Toto je vydani ze dne 27. biezna 2023


http://jointlab.upol.cz/soubusta/PL/
http://www.gle-graphics.org/

Obsah

Uvod

1 Prostorové usporadani krystalu

1.1 Historicky vyvoj pohledu na pevné latky . . . . . . . . . . . . .. ... ... ... ...

1.2 Pevné latky z pohledu kvantové mechaniky . . . .. .. ... .. ... .. L.

1.3 Krystalova mrizka

1.4 Sedm krystalografickych soustav . . . . . . .. . L oL
1.5 Operace symetrie . . . . . . . . oL e e e e e
1.6 Indexy krystalovych rovin . . . . . . . . . . L L
1.7 Jednoduché krystalové struktury . . . . . . . ... Lo o
1.8 Piiklady . . . . . o o e e

2 Grupova teorie pevnych latek

2.1 Grupa prvkl bodové symetrie . . . . . ... oL Lo

2.2 Reprezentace grupy

2.3 Znaceni grup symetrie . . . . ... .o e e e e e
2.4 Vyuziti symetrie pfi praci s vlnovymi funkcemi . . . . . .. ... L0000
2.5 Vyuziti symetrie pfi vypoctu integrald . . . . . . . . .. ..o oo

2.6 Symetrie ve fyzice

2.7 Priklady . . . . ..

3 Difrakce na krystalu, reciproka mrizka

3.1 Krystalografie pomoci raznych svazka . . . . . ... ... Lo oo

3.2 Fourierova analyza

3.3 Zakony rozptylu, difrakéni podminky . . . . . ... 0oL o oo

3.4 Experimentalni difrakéni metody . . . . . . ... oL oL o

3.5 Fourierova analyza baze a strukturni faktory . . . ... .. ... .. 0oL

3.6 Priklady . . . . . ..
Literatura

Seznam pouzitych symbolu

Symboly v latince . . .

Symboly v fecké abecedé

10
11
11
13
14
24

29
30
31
34
35
39
41
45

47
47
48
49
50
52
58

61



Jednotky a veli¢iny v soustavé CGS

ii



Uvod

Tento studijni text by mél slouzit pro prvni seznameni student® pfirodovédnych obord se zakladnimi
principy fyziky pevnych latek. V této védni oblasti byla v nedavné dobé publikovana celd fada velmi
kvalitnich knih. Nékteré se ale vénuji jiz pokrocilejsim tématim a navic prevazna vétsina publikaci je
dnes dostupna pouze v anglickém jazyce. Tento text by mél proto ulehc¢it studium pevnych latek i tim,
ze je v CeStiné.

Razeni kapitol tohoto textu bylo inspirovano ¢eskym piekladem knihy Ch. Kittela: Uvod do fyziky
pevngch latek [1]. Tato kniha byla od svého vydéni v minulém stoleti doporucovana jako tvodni text
pro studenty fyziky pevnych latek. Dodnes je tato kniha ucelenym textem, ktery lze doporucit i diky
vybornému ptekladu, ktery uvadi vzorce v jednotkach SI. Piiklady na konci kapitol tohoto studijniho
textu jsou cCasto prevzaty z tohoto ceského prekladu a jsou proto citovany i s odkazem na stranku jako:
Kittel, str. 49, pr. 1. Pfiklady jsou ¢asto doprovazeny vysvétlivkami a jejich feSeni miuZe napomoci k
lepsimu pochopeni probirané latky. Naro¢néjsi ulohy, které resi slozitéjsi problémy, jsou oznaceny hvéz-
dickou (*). Prestoze Ch. Kittel vydal jiz osmé upravené vydani své knihy [2], ¢esky pieklad je dodnes
dostupny pouze pro druhé vydani z osmdesatych let minulého stoleti. Je pravda, Ze fyzikalni vlastnosti
pevnych latek se neméni, nicméné toto téma by si zaslouzilo pfece jen nové upravené vydani. Navic Cesky
preklad druhého vydani je dnes dostupny pouze v knihovnach.

Pokrod¢ilejsimu ¢tenafi je mozné doporucit knihu R.F. Pierreta [3] Advanced Semiconductor Funda-

v

pevnych latek. Kniha M. Razeghiho [4] je velmi podrobné a pokryvé i pokrocild témata. Symetrii krystalii
se velmi podrobné vénuji M. De Graef a M.E. McHenry [5]. Jednou z mala pivodnich éeskych knih je
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Knihy doporucené pro dopliujici studium, pfesné citace jsou uvedeny v kapitole Literatura na str. 61.



text L. Eckertové a kol. [6] Fyzikdlni elektronika pevngch ldtek vydany v roce 1992.

Prevazné kovim se vénuje knizka autorat N.W. Ashcrofta a N.D. Mermina [7]. Pfestoze je tento text
jiz z poloviny sedmdesétych let, je pro vyklad kovii jedineény. Kniha C. Klingshirna [8] se v prvni poloviné
podrobné vénuje vykladu fyziky pevnych latek a v druhé poloviné probird optické vlastnosti polovodica
a ruzné optické metody studia pevnych latek.

Velmi zajimava je i kniha L. Mihalyho a M.C. Martina [9], kterd vysvétluje problematiku pevnych
latek na souboru fesenych piikladid. Tato koncepce dovoluje ¢tenédfi prohloubit si znalosti diky nutnosti
hledat feseni typickych uloh. Pfi feseni téchto uloh nezaskodi si zopakovat nékteré matematické poucky,
vhodnou knihou muZe byt napt. Matematicky apardt fyziky od J. Kvasnicy [10]. Navic problematika
pevnych latek vyuziva znama Feseni typickych tloh z kvantové mechaniky. Zaklady kvantové mechaniky
si Ize zopakovat v knize L. Skély [11] Uvod do kvantové mechaniky.

Teoreti¢téjsi pohled na pevné latky podédvaji skripta E. Majernikové [12] vydand UP v Olomouci
v roce 1999. Kniha Ch. Kittela [13] Quantum Theory of Solids je opét souborem FeSenych uloh. Symetrii
krystalt se vénuje kniha autort P.Y. Yua a M. Cordony [14], kterou lze ale opét doporuéit pouze pokroci-
lému ¢tenafi. Posledni kniha, jejiz autor je J. Cely [15] z MU v Brné, se vénuje problematice kvazi¢astic
pro popis pevné latky a riiznych interakci v pevné latce.

Seznam jmenovanych knizek, které se vénuji problematice pevnych latek, by mohl byt mnohem roz-
sahlejsi, ale dalsi hledani prenechme vlastni iniciativé ¢tenare. Navic mnoho zajimavych textl, ale i
multimedidlnich soubori na téma pevné ldtky lze najit i na internetovych strankich znamjych univerzit,
nebo na Wikipedii: http://www.wikipedia.org/. Jak zndmo, dlouhé vysvétlovani miize snadno zastou-
pit jeden obrazek a dynamiku néjakého procesu je mozné nejsnaze pochopit z reprezentativni animace.
Neni mozné zde vypsat vSechny zajimavé internetové odkazy, ale bez obav: ,Kdo hleda, najde.“


http://www.wikipedia.org/
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Tento krystal je pivodné z Brazilie, ale dnes ho najdete na zemépisné pozici: 49°24°24.220”N, 11°023.203”E.
Jde o krystal SiOs, trigonalni krystalova soustava, tvrdost 7.



Kapitola 1

Prostorové usporadani krystalu
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Vsechny latky délime podle skupenstvi na plyny, kapaliny a pevne latky. Jako ¢tvrté skupenstvi
se nékdy uvadi jesté plazma. Pevné latky pak délime podle prostorového uspotradani na krystalicke,
polykrystalické a amorfni. V celé této praci se soustfedime vyhradné na latky krystalické, u kterych se
pfi popisu usporadani atoma da vyuzit prostorova symetrie.

Krystalickd pevné latka znamend periodické usporadani atomid v pravidelné miizce. O této pravi-
delnosti se mtzeme piesvédcit diky tomu, ze pfi difrakci rentgenového zafeni se za krystalem vytvari
pravidelny obrazec difrakénich maxim, ze kterého lze rozmisténi atomt dopoéitat. Céstice, ze ktergch je
latka slozena, lze rozdélit na tézka atomarni jadra a o tii fady leh¢i elektrony. Pfi pocateénim studiu
pevnych latek bylo nutné fesit oba tyto systémy nejprve oddélené. O atomech jiz vime, Ze jsou rozmistény
v periodické mfizce a fesi se pouze kinetické rovnice popisujici dynamiku kmitdni atomt kolem svych
rovnovaznych poloh. Pfitom elektrony na vnitinich energetickych hladinach jsou lokalizovany blizko jader
a spolu vytvareji kompaktni ionty. Navenek pak ptisobi celkovym nabojem, ktery je souctem kladného
naboje jadra a zadporného naboje elektrond vnit¥nich lokalizovanych orbital. Vibrace téchto atomu je
tedy prvni feSeny problém.

Pokud mame znamé periodické usporadani atomiu v prostoru, vime, Ze zbyvajici elektrony se musi
pohybovat v periodickém potencidlu, ktery tyto ionty vytvareji. Prilomem pfi hledani spravné vinové
funkce valenénich elektront byl Blochtv teorém. S jeho pouzitim se odvodi to, Ze periodicky potencial
vede na pasovou energetickou strukturu povolenych a zakézanych energetickych pasti pevné latky. Nalezeni
energetickych hladin elektroni je tedy druhy zakladni problém, ktery je nutné vyfesit a je pfedpokladem
dalstho hlubsiho studia fyziky pevnych latek.

Teorie pevnych latek vychézi ze znalosti z celého rozsahu zakladniho kurzu fyziky. Jedna se zejména
o termodynamiku a statistickou fyziku, kvantovou fyziku, dale pak elektronovou konfiguraci atomi a
popis elektronovych orbitali ze zakladd chemie. Je nutna také znalost matematické analyzy, protoze v této
problematice se musi ¢asto sumovat, integrovat, derivovat a pocitat limity funkci. V neposledni fadé je
dilezita také znalost algebry pro popis symetrii krystaltt pomoci grupové teorie. Vyhodou fyziky pevnych
latek je to, Ze se v ni daji uplatnit vSechny feSitelné modely kvantové mechaniky. Studium pevnych patek



je tedy ukéazkou praktického pouziti kvantovky. P¥i viyzkumu se postupovalo od nejednodussich modelt
a testovala se shoda teoretickych vypocti s experimentem. Shoda s naméfenymi daty tak byla vzdy

vvvvv

1.1 Historicky vyvoj pohledu na pevné latky

Nejprve pripomenme nékteré historické milniky ve vyvoji pohledu na strukturu latky. Ty jsou do znacné
miry svazény s formovanim zaklad® kvantové mechaniky na pocatku dvacatého stoleti.t

1853 — Prvni pozorovani ¢arového spektra vodiku.

1864 — Maxwellova teorie elektromagnetického pole (J.C. Maxwell).

1869 — Mendélejevova periodickd tabulka prvka (D.I. Mendélejev).

1895 — Objev rentgenového zéreni (W.C. Rontgen).

1896 — Objev radioaktivity (A.H. Becquerel).

1897 — J.J. Thomson objevil elektron a navrhl tzv. pudinkovy model atomu.

1898 — Identifikace v a 3 zareni.

1899 — R.A. Millikan provedl prvni nepfimé méfeni naboje elektronu.

1900 — M. Planck odstartoval zrod kvantové teorie vysvétlenim zafeni absolutné ¢erného télesa.

1905 — A. Einstein vysvétlil princip fotoefektu pomoci kvanta elektromagnetického zafeni.

1906 — E. Rutherford? provedl experiment s rozptylem « ¢astic na kovové félii (100 atomarnich vrstev).

1911 — Tento experiment vedl Rutherforda k zavéru, ze kladny naboj atomu je soustiedén do ,bodového*
jadra atomu.

1913 — N. Bohr pouzil planetarni model pro vysvétleni stability atomu.

1921 — Objev silné nukledrni interakce, kterd zodpovida za stabilitu jadra.

1931 — Sir J. Chadwick a kolegové objevili neutronu.

Kdybychom chtéli zacit historicky tplné na zacatku, museli bychom se vratit az k feckym filozoftim
jako byli Leukippos a Démokritos. Ti jiz v dobé 400 let pfed Kristem zavedli atom jako nejmensi dale
jiz nedélitelnou c¢astici, ze které se sklada veskerd hmota kolem nés. Trvalo dalsi dva tisice let, nez irsky
badatel, fyzik a chemik Robert Boyle roku 1661 navrhl koncept, ze se rtizné latky skladaji z riznych
atomu, které dnes nazyvame proky. Podle Boyla bylo mozné prvky rozliSovat podle zbarveni plamene,
kdyz se dany material zapali. Timto zptisobem vlastné poprvé pouzil spektroskopii jako metodu prvkové
analyzy. Jeho kolegové (A. Lavoisier, J. Priestley a J. Dalton) pak piisli se spravnou myslenkou, Ze
pro jednotlivé prvky je charakteristické jejich atomérni hmotnost.

Kolem roku 1870 bylo znamo jiz 65 rtuznych prvka. Vyznamnym pfelomem byla pecliva prace ruského
chemika Dmitrije Ivanovice Mendélejeva, ktery zkoumal systematické opakovani vlastnosti prvki po
osmi a podafilo se mu uspotradat vSechny prvky do periodicke tabulky, ktera dnes nese jeho jméno. V jeho
tabulce nékteré prvky chybély, nebyly totiz v jeho dobé jesté znamy. Takto dokézal Mendélejev velmi
presné predpovédét vlastnosti prvku, ktery je v tabulce ve sloupci IV.A pod kiemikem. Tento v pFirodé
ne prili§ Casty prvek objevil az v roce 1886 némecky chemik Clemens A. Winkler a pojmenoval jej
podle svého naroda germanium. ((PO. 1.1: Periodicka tabulka))

Na konci 19. stoleti Joseph John Thomson objevil ve struktufe latky zaporné nabité castice, které
nazval elektrony. Poté Robert Millikan provedl méfeni, kterym stanovit pomér naboje a hmotnosti
elektronu. Déale pak ur¢il, Ze pomér hmotnosti elektronu a hmotnosti atomu vodiku (jednoho protonu)
je fadové 1/2000. Na to navazal Henry Moseley, ktery odhadl, Ze pocet elektronti jednotlivych atomt
odpovidéa atomovému ¢islu. Pokud jsou ale atomy navenek neutralni, musi zdporny néboj elektronti kom-
penzovat néjaky kladny naboj.

Prvnim, kdo navrhl planetarni model atomu byl v roce 1904 japonsky fyzik Hantaro Nagaoka.
Odmital Thomsonuv pudinkovy model, kde by se kladné a zaporné naboje prekryvaly. Kladny naboj si
predstavoval jako planetu Saturn a elektrony jako Saturnovy prstence. Pfedpovédi o hustém atomovém
jadru potvrdl svymi pokusy Ernest Rutherford, ktery pojmenoval kladné nabité ¢astice jadra protony.
Dale predpovidal ze jadro, slozené z kladné nabitych protonil, musi pro udrzeni své stability obsahovat

ITento seznam obsahuje hned nékolik nositeltt Nobelovy ceny za fyziku: 1901 - W.C. Roéntgen, 1903 - A.H. Becquerel,
1906 - J.J. Thomson, 1918 - M. Planck, 1921 - A. Einstein, 1922 - N. Bohr, 1923 - R.A. Millikan, 1929 - L. de Broglie, 1935
- J. Chadwick, pfevzato z knihy [5] na str. 51.

2Ernest Rutherford byva povazovan za zakladatele jaderné fyziky. Za studium radioaktivity obdrzel v roce 1908 Nobelovu
cenu za chemii.



néjaké dalsi neutralni ¢astice. Rutherford o nich mluvil jako o lepidlu, které drzi husté jadro pohromadé.
Tyto neutralni ¢astice jadra dnes nazyvame neutrony.

Od pocatku 20. stoleti se zacala rozvijet kvantova fyzika. V roce 1900 Max Planck zacal s kvan-
tovanim elektromagnetického pole. Céstice tohoto pole se nazyvaji fotony a maji energii hv, kde h je
Planckova konstanta (h = 6.62607515 x 10734 J s, piesné) a v piedstavuje frekvenci pole. Nastolenou
vlnové ¢asticovou dualitu dokoncil z druhé strany francouzsky fyzik Louis de Broglie, kdyz hmotnym
¢asticim prifadil vlnovou délku podle vztahu A = h/p. Zde h je opét Planckova konstanta a p je hybnost
Castice, kterou spocitame jako soucin hmotnosti a rychlosti ¢astice. My v tomto textu budeme pouzivat
vyhradné jenom redukovanou Planckovu konstantu definovanou vztahem A = h/27w. VSechny v textu
pouzivané konstanty a symboly jsou pro prehlednost uvedeny v seznamu na konci skripta na str. 62.

Jeden ze zadkladnich postulatt popisujicich kvantové chovani elementarnich ¢astic je princip neurdci-
tosti Wernera Heisenberga?. Ten Fik4, Ze nelze soucasné presné zméfit dvé nekumutujici veli¢iny jedné
castice. Nelze naptiklad soucasné urcit presné polohu a hybnost. Tento princip mizeme zapsat tak, ze
neurcitost mérené polohy Az a neurcitost hybnosti Ap, Castice je vétsi nez nenulova konstanta,

AxAp, > h.

Jak je patrné, konstanta, kterda omezuje maximéalni moznou pfesnost méfeni, je opét redukovand Planckova
konstanta. K vlnové ¢asticovému dualismu pfispél dale Max Born?, kdyZ navrhl pravdépodobnostni
interpretaci vlnové funkce studované ¢astice. A nakonec bylo jesté nutné, aby Erwin Schrédinger®
odvodil rovnici, kterd umoznuje pocitat vlnové funkce a energie studovanych c¢astic a predpovidat jejich
¢asovy vyvoj.

1.1.1 Bohruv model atomu vodiku

Pro vysvétleni stability atomu vodiku pouzil dansky fyzik Niels Bohr kvantovani [11]. Pfedpoklady Bo-
hrova modelu jsou:

B Elektrony se pohybuji po kruhovych drahéch, pro které je splnéna kvantovd podminka pro moment
hybnosti

7{pdr:n27rh7 n=12 ..., (1.1)
kde p je hybnost elektronu, dr je element kruhové drahy, n je kvantové celé ¢islo a & je redukovana
Planckova konstanta.

B Elektrony pii pohybu na kruhovych drahach, spliiujicich kvantovou podminku, nevyzafuji energii.
B Elektron mizZe pfijmout nebo vyzarit energii pouze pfi prechodu z jedné drahy na druhou.
Nyni pouzijeme klasickou podminku vyvazeni ptitazlivé coulombovské a odstfedivé sily ptfi kruhovém
pohybu. Tak dostaneme na zakladé téchto semi-klasickych ivah prvni rovnici,
9 1 e

4mweg mor’

kde e je elementarni naboj, mg je hmotnost elektronu a ¢¢ je permitivita vakua. Druhou rovnici ziskdme

z kvantovaci podminky (1.1),

hn
V= —"
mor

Kombinaci obou rovnic prostym dosazenim eliminujeme neznamou v a ziskdme polomér povolenych kru-
hovych drah hladiny s kvantovym ¢islem n ve tvaru

47T€0h2

e2mg

rn = nagp, kde ap =

~0.529 177 A. (1.2)
Polomér kruznice zakladni energetické hladiny ap se oznacuje Bohriv polomér. Pro energie jednotli-
vych elektronovych hladin dostaneme vztah, ktery je ve shodé s experimentalné pozorovanym ¢arovym
spektrem atomérniho vodiku

Ry e*mg

E,=—— kde Ry:2(

5 oy ~ 13:605 8 ev. (1.3)

3Werner Heisenberg ziskal Nobelovu cenu za fyziku v roku 1932 za podil na vytvofeni kvantové mechaniky.
4Max Born je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1954.
SErwin Schrédinger je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1933.



Energie

Obr. 1.1: Cervené je zobrazen coulombovsky potencial atomu vodiku U(r), te¢kované jsou znazornény
energetické hladiny (1.3) a modfe jsou zobrazeny atomdarni vlnové funkce 1s a 2s.

Energie zékladni hladiny se nazyva Rydberg.

Je zajimavé, Ze Bohrovu kvantovaci podminku (1.1) mizeme s vyuZitim vlnové délky pro elektron
podle L. de Broglieho (A, = 27/i/p) zapsat néasledujicim alternativnim zpisobem. Délka stabilni kruhové
drahy elektronu atomu vodiku je vidy celociselnym nasobkem vinové délky elektronu,

277, = N)e.

Podrobny kvantovy vypocet spektra, které se ziska fesenim Schrodingerovy rovnice, lze nalézt v uceb-
nicich kvantové mechaniky [11]. Vysledkem jsou kromé energetickych hladin (1.3) jesté vlnové funkce elek-
tront. Kvadrat vinové funkce predstavuje pravdépodobnost nalezeni elektronu v daném misté prostoru.
Zde uvedeme pro ilustraci pouze vlnovou funkei zdkladniho kulové symetrického stavu (1s orbitalu)

1
Vmaid

Energetické hladiny atomu vodiku a dvé vlnové funkce nejnizsich hladin jsou zakresleny v obr. 1.1.

thrs(r) = e/, (1.4)

1.1.2 Popis atomarnich vlnovych funkci a kvantova cisla

Jadro atomu vodiku pfedstavuje vlastné jeden proton, ktery vytvari sféricky symetricky potencial (obr. 1.1).

1 €2
Ur)=— —.
(r) dmeg 1

Resenim Schrodingerovy rovnice pro elektron s timto sféricky symetrickym potencidlem dostaneme sou-
stavu energetickych hladin a vlnovych funkei (7). Tyto vlnové funkee lze rozlozit na soudin sférické ¢asti
R,,; a thlové ¢asti Yy,

w(m = wnlm(ra 9, (b) = Rnl(r) 5/lm(97 (b)?

kde proménné r, 8, ¢ predstavuji sférické souradnice. Indexy n, [, m predstavuji kvantova ¢isla dané vlnové
funkce a tém se budeme dale vénovat.

B Prvni je n, které oznacuje hlavni kvantové ¢islo a nabyva hodnot n = {1,2,3,...}. Hlavni kvantové
¢islo urcuje energii kvantové hladiny podle (1.3), E,, = —Ry/n?.

B Nésleduje [ jako vedlejsi kvantové ¢islo. Pro jeho hodnoty plati: I < n—1, nebolil = {0, L...,n— 1}.
Toto kvantové ¢&islo uréuje vlastni hodnotu operatoru kvadratu momentu hybnosti L2, velikost
momentu hybnosti je rovna hodnoté: /I(l + 1)A.

B Ttetim c¢islem je magnetickée kvantové cislo m, které lezi v intervalu —I < m < [. Toto ¢islo je vlast-
nim ¢islem operatoru L, a urcuje projekci orbitalniho momentu hybnosti. I, = mh. Néazev tohoto



kvantového ¢isla vyplyvy z toho, zZe vlivem piisobeni magnetického pole dochézi k rozstépeni ener-
getické hladiny elektrond v zavislosti pravé na projekci momentu hybnosti do sméru magnetického
pole. Tento efekt se nazyva Zeemaniv jev®.

B Pro Gplnost uvedeme jesté ¢tvrté kvantové Cislo elektronu, kterym je spin s. Predstavuje vnitini
moment hybnosti elektronu, je ryze kvantovy a nema klasickou paralelu. Pri pisobeni magnetického
pole se energické hladiny elektronu $tépi pouze na dvé hodnoty. Projekce spinu je totiz pouze dvoji
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Obr. 1.2: Atomarni orbitaly odpovidajici vlnovym funkcim atomu vodiku. Kazdy Fadek odpovida jedné
hodnoté hlavniho kvantového ¢isla. V jednotlivych sloupcich jsou uvedeny povolené kombinace vedlejsiho
a magnetického kvantového ¢isla. Oblasti Cervené a modré barvy predstavuji oblasti a kladnou a zapornou
hodnotou. Pfevzato z webu WIKIPEDIA: https://en.wikipedia.org/wiki/Atomic_orbital

Protoze elektrony maji jen dvé mozné projekce spinu, pouzivd se pro jejich znaceni ¢asto jenom
Sipka. Podle Pauliho vylucovaciho principu” musi mit kazdy elektron unikatni kvantova ¢isla. Musi se
lisit alespon projekci spinu, proto se elektronové obsazeni daného atomu casto maluje do schémat. Na
ukazku zde uvedeme schématicky obrazek pro draslik s atomovym c¢islem 19.

2s 2p 3s 3p 4s
T

1s
oK [y [ [refeane] [y [refrafry] [

1.2 Pevné latky z pohledu kvantové mechaniky

Pevné latka obsahuje fadové 1022 atomt na krychlovy centimetr. Matematicky lze systém interaguji-
cich ¢astic latky popsat pomoci Hamiltonova operatoru energie. Hamiltonian popisujici perfektni krys-
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vzdjemné interakci mezi elektrony a jadry, — >

2%
lohy a hybnosti elektront a proménné M;, Z;, R;, P; zna¢i hmotnosti, atomové ¢islo, polohy a hybnosti
jader. Atomové ¢islo udava pocet protonit (elektrontt) daného neutrélniho atomu.

6Nizozemsky fyzik Pieter Zeeman ziskal za popis $tépeni energetickych hladin v magnetickém poli Nobelovu cenu za
fyziku v roce 1902.
"Wolfgang Pauli za formulaci vylu¢ovaciho principu ziskal Nobelovu cenu za fyziku v roce 1945.
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Cely systém popiSeme hamiltonidnem, ktery je souctem vsech zminénych c¢lent,

Z; Zfe
H= om 2 Z47r50|r — 7y +ZQM 3 Z47r»30|R — Rj Z R;| (15)

7 dmeo |n

Problém takového poctu interagujicich ¢astic nelze fesit a ani by to nemélo smysl. Z pohledu klasického
pozorovatele nas stejné budou zajimat makroskopické parametry, jako je tfeba vodivost daného vzorku.
Je tfeba provést zjednoduseni daného feseného problému.

0) Rozdéleni elektronu na valenéni a vnitini slupky

Nulté zjednoduseni mtzeme provést tak, ze rozdélime elektrony na valencni, které vstupuji napiiklad
do vazeb v latce, a na elektrony v uzavienych orbitalech. Pro kiemik jsou uzaviené orbitaly elektronové
slupky 1s2, 252, 2p%. Tyto elektrony jsou lokalizované u jader a neméni se béhem procesu krystalizace.
Od této chvile budeme proto pouzivat indexy ¢ pouze pro elektrony ve valenéni slupce, protoze prostorové
rozloZeni téchto elektront se béhem krystalizace méni. Pro kiemik jsou to elektrony ve slupkéach 3s a 3p,
valence kifemiku je Z* = 4. Jadro s elektrony v uzavienych orbitalech budeme povazovat za fixni iont.

1) Bornova-Oppenheimerova® aproximace (adiabatickd aproximace)

Hmotnost elektronu je o tfi fady mensi nez hmotnost protonu. Proto elektrony mohou reagovat na zménu
polohy jader prakticky okamzité. To umoznuje pouzit pro elektrony aproximaci, kdy se polohy jader berou
jako stacionarni. Naproti tomu atomova jadra nemohou sledovat pohyb elektronti a vidi tedy pouze ¢asové
zprumeérovany adiabaticky elektronovy potencial. Takze hamiltonian lze prepsat nasledovné

H:Hj(éj)+He(7:;,ﬁj0)+He,J(7:;‘,§ﬁj)7 (16)

kde H; popisuje pohyb ionti v poli samotnych iontt plus prumérny adiabaticky potenciél elektroni. H,
znaci hamiltonian elektronii s ionty zamrzlymi na stacionarnich polohach ﬁjo. Konecéné H._; popisuje
zmény energie elektroni pfi posunu jader z jejich rovnovazné polohy o (5]%}. Tento ¢len odpovida za
elektron-fononovou interakci, ktera se bude diskutovat az v pozdéjsich kapitolach.

Elektronovy hamiltonidn mé tedy tvar

4 2 * 2
P 1 e Z*; e
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2) Aproximace stfedniho pole (jedno-elektronova aproximace)
V této aproximaci predpokladame, ze kazdy elektron citi stejny stfedni potencial V(7). Schrodingerova
rovnice, ktera popisuje pohyb libovolného zvoleného elektronu v pevné latce, bude mit néasledujici tvar

Hispn(?) = (Lo 4 V() ) o0l = Bun) (18)

kde ¢,, oznacuje vlnovou funkci jednoho elektronu.

Reseni jedno-elektronové Schrédingerovy rovnice spoéiva ve dvou krocich. V prvnim kroku se spocita
elektronovy potencial V(7). Ve druhém kroku se nalezne feseni Schrodingerovy rovnice, takto ziskdme
spektrum energetickych hladin a vypocitame obsazeni téchto hladin elektrony. Kazda energetické hladina
miuZe byt obsazena pouze dvéma elektrony s opa¢nym spinem, diky Pauliho vyluCovacimu principu.

1.3 Krystalova mrizka

Krystal je periodické usporadani atomt, které je pravidelné na velkou vzdalenost. Krystalova struk-
tura je definovdna pomoci miizky a baze atomi v kazdé jeji elementarni butice. (PO. 1.1: Periodicka
tabulka)

Krystal se da chapat jako periodické opakovani jedné elementarni bunky, ktera je dand tfemi elemen-
tarnimi translaénimi vektory @y, da, ds. Objem elementérni buniky oznaéime V. = |@; - da x ds|. Primitivni

8Robert Oppenheimer byl $éfem projektu Manhattan, ktery se v Los Alamos vénoval vojenskému vyzkumu jadernych
reakci. Dne 16.7. 1945 zde provedli prvni pokusny vybuch atomové bomby Trinity.
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bunka je elementarni buika s nejmensim objemem. Pro kubické krystaly se ¢asto misto primitivni bunky
pouziva burika elementarni, jejiz objem je celistvym nasobkem objemu primitivni buriky.
(PO. 1.2: Kubické SC, BCC, FCC)

Obrazek 1.3 ukazuje elementarni buitku jednoduché kubické miizky (SC) soli CsCl. Jednotlivé mriz-
kové body jsou Cervené zobrazené atomy chléru. Tyto miizkové body jsou v prostoru vzdéaleny vzdy o
celociselny nasobek elementédrnich transla¢nich vektorii. Bdzi tohoto krystalu tvofi dvojice atomu (Cs-Cl),
kde atom cesia je posunuty vuci atomu chléru o polovinu télesové tihlopficky. Abychom spravné popsali
cely krystal, musime jednotlivé atomy baze umistit pfesné stejné do vSech elementarnich bunék miizky.

Volba elementarni bunky krystalu neni jednoznacna, proto se nékdy zavadi Wignerova-Seitzova bu-
tika?, jejiz definice jiz jednoznac¢na je. Piestoze tato buiika dobfe odrazi symetrii krystalu, moc se nepou-
ziva. K jeji definici se dostaneme v nésledujici kapitole.

@ CI
® Cs

Obr. 1.3: Elementarni burika a elementarni translac¢ni vektory v mfizce soli CsCl. Elementarni a soucasné
primitivni bunka je jednoducha kubicka. Bazi tvori dva atomy. Cely krystal lze vytvorit opakovanim této
elementarni burnky.

1.4 Sedm krystalografickych soustav

Tabulka 1.1 shrnuje 7 krystalografickych soustav. Mfizky v nékterych soustavich maji nékolik variant,
takze zapoctenim vSech variant dostaneme 14 Bravaisovych miizek, které popisuji vSechny mozné varianty
usporadani pravidelného tfirozmérného krystalu. U kubické m¥izky se t¥i varianty miizky casto znaci jako:
prostd miizka (P = SC), prostorové centrovana (I = BCC) a plo$né centrovand (F = FCC). U ortorombické
a monoklinické m¥izky je jesté navic bazalné centrovana varianta (C).

(PO. 1.3: 14 Bravaisovych m¥iZek, 7 skupin)

1.5 Operace symetrie

Definice operace symetrie: Operace symetrie krystalu je transformaci, ktera vede na stav
krystalu, ktery je fyzikalné nerozlisitelny od vychoziho stavu.

Jak jiz bylo feCeno, krystal mizeme zobrazit prostym opakovanim jeho elementarni buriky. Elemen-
tarni bunka je tedy takova stavebni cihlicka a jejim opakovanim poskladame cely krystal. Proto je prvni
operaci symetrie idedlniho nekonecéného krystalu operace mrizkové translace dand vektorem mrizkové
translace T = k.d@1 + L.@» + m.ds. Navic samotna elementérni buiika mtZe mit nékteré prvky symetrie
podobné jako tfeba molekuly. Tyto prvky symetrie se oznacuji jako operace bodovée symetrie. VSechny

operace bodové symetrie nechavaji na misté jeden vyzna¢ny bod. U molekul je to tézisté, u krystalu to
miuze byt jeden atom nebo néjaky bod vyssi symetrie elementarni buniky. Treti skupinu symetrie, ktera je

9Bugene Paul Wigner je nositelem Nobelovy ceny za fyziku z roku 1963.
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Tab. 1.1: Parametry ¢trnacti typi prostorovych mrizek v sedmi krystalografickych soustavach véetné ve-
likosti stran a hlt elementarniho rovnobéznosténu. U kubické miizky budeme pouzivat anglické zkratky
typt miizek: prostd miizka (P = SC), prostorové centrované (I = BCC) a plosné centrovand (F = FCC).

Soustava Alternativni Pocet jednotlivé strany uhly
Cesky nazev mrizek typy a,b,c a, B,y
kubicka krychlova 3 P, F a 90°
tetragonalni CtvereCna 2 P, I a,a,c 90°
ortorombicka kosoctverecéna 4 P,C,ILF a,b, c 90°
trigonalni klencova 1 P a Q
hexagonalni Sesterecna 1 P a,a,c 90°, 90°, 120°
monoklinické jednoklonna 2 P, C a,b,c 90°, 3, 90°
triklinicka trojklonna 1 P a,b,c a, B,y

nym pootocenim. Tuto symetrii ma usporadani atomt do sroubovice. V tomto textu se budeme vénovat
pouze prvnim dvéma typtm symetrie, t.j. bodové a transla¢ni symetrii.

1.5.1 Prvky bodové grupy symetrie

V této kapitole se budeme vénovat pouze bodové symetrii. K bodovym prvkiéim symetrie pat¥i rotace,
zrcadleni a jejich rtizné kombinace. Prestoze atomy v mfiZce neustale kmitaji, pro popis symetrie nés
zajimaji pouze rovnovazné pozice atomu. Nasledujici seznam obsahuje vSechny typy prvka bodové syme-
trie:

I = identita,

c, = n-Cetné osa rotace,

o = zrcadleni (podle roviny 6}, horizontalni, &, vertikalni, 64 diagonalni),
S, = n-Cetna osa rotace se zrcadlenim podle roviny kolmé k ose,

i = inverze.

(PO. 1.4: Zobrazeni prvkid symetrie)

Uvedme nékolik jednoduchych priklad. Osa nejvyssi symetrie C, se obvykle znadi jako svisla osa z.
Uhel rotace kolem této osy ¢ini 27 /n. Pokud provedeme tuto operaci rotace m—krat, znaéi se vysledna
operace jako C’Anm. Z toho plyne, ze pokud provedeme tuto rotaci n-krat, otocime se o 360° (énn =1 ).
Zrcadleni v horizontalni roviné se znaci &5,. Operace nevlastni osy rotace lze zapsat jako rotaci a poté
zrcadleni v roviné kolmé na osu rotace (§n =0 J_an) Na tomto zapisu je patrné, ze operace symetrie se
provadi zprava doleva. Pokud operator symetrie ptisobi na néjakou funkci, kterd se zapise plné vpravo,
budou se jednotlivé operace provadét postupné pravé v tomto poradi smérem od této funkce. Je to
podobné jako poradi provadéni derivaci funkce. Pomoci uvedeného popisu mizeme nyni zapsat nasledujici

dvé identity a) pro zrcadleni 6 = Snn, b) pro inverzi i = S,.

Kubicka
Hexagonalni Tetragonalni
s \ i o Obr. 1.4: Diagram hierarchie symetrie jednotlivych
Trigonalni Ortorombicka krystalovych soustav. Zvolend krystalova soustava
L l obsahuje vsechny prvky symetrie nizsich soustav, t.j.
— Jednoklonna t&ch, ke kterym se lze dostat ve sméru Sipek.
Trojklonna

Podle poc¢tu vsech prvka symetrie lze sedm Bravaisovych krystalovych soustav usporadat do diagramu
podle obr. 1.4. Nejméné prvka symetrie mé trojklonnd soustava (mize mit pouze jediny prvek, identitu).

vvvvv

doporuéit knihy [5, 14]. Jako cvifeni hledani prvki symetrie zadaného objektu se doporucuje si najit
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vSechny operace bodové grupy symetrie napt. krychle. Téchto 48 prvkt symetrie krychle je zakresleno
v obr. 1.5. Symetrii krychle se vénuje téz pt. 1.1 na konci této kapitoly.

Vsechny operace bodové symetrie daného krystalu tvofi grupu. Grupova teorie je rigorézni matema-
ticka disciplina, kterd se probira v ramci prednasek matematické algebry. Na tomto misté nejsou uvedeny
detaily této teorie, ale stoji za to zopakovat zakladni vlastnosti grupy.

Definice: Grupa G je mnoZina prvki {a,b,c,...}, pro které je definovdna operace ndsoben libovolnijch
dvou prvki. Tato operace musi podle definice splnovat ctyri vlastnosti:

Uzavienost: Vysledek nasobeni dvou prvka grupy G, ¢ = ab, je opét prvek grupy G.

Asociativnost: Pro libovolné tii prvky a,b, ¢ plati: (ab)c = a(be).

Identita: Grupa musi obsahovat identitu I, pro kterou plati xI = z pro libovolny prvek = z grupy G.
Inverzni prvek: Ke kazdému prvku grupy « existuje inverzni prvek z~! spliiujici podminku: 2 'z = I.

3C,, 6C,, 65, 8Cs, 85

6C,
SUh 60’d
Obr. 1.5: Operace symetrie krychle: horni fadek osy symetrie, spodni fadek roviny symetrie. Jednotlivé

sloupce odpovidaji prvkim symetrie ve sméru os [000], [110] a [111]. Nad jednotlivymi krychlemi jsou
vy¢ty odpovidajicich prvki symetrie, nap¥. 654 zahrnuje operace Sy a S_4 podle t¥i zobrazenych os.

1.6 Indexy krystalovych rovin

Libovolnou rovinu lze zadat tfemi body, které nelezi na piimce. Mizeme zadat pruseciky této roviny

s osami miizky vyjadiené prostfednictvim miizkovych konstant, napf. {3, 2,2} pro obr. 1.6. Pfevrdcenou
hodnotu téchto c¢isel pfevedeme na celd ¢isla se stejnym pomérem: (%%%) — %(233). Odpovidajici rovina

se oznadi (233), v8echny roviny k ni rovnobézné oznac¢ujeme jako ekvivalentni roviny {233}.

Z
Millerovy indery = Konvence pro oznaceni sméru a
rovin v krystalografii:

Notace Vyznam _
(hkl) rovina v
{hkl} ekvivalentn{ rovina
[hkl] smeér
(hkl) ekvivalentni smér ar a
(PO. 1.5: Indexy rovin &tvercové miiZky), $ '

(PO. 1.6: Indexy rovin v kubické m¥iZce).
Obr. 1.6: Rovina ekvivalentni s rovinou (233).



Pokud chceme zadat néjaky symetricky smér v krystalu, mizeme k tomu pouzit transla¢ni vektor,
ktery je celociselnou linedrni kombinaci elementarnich translacnich vektord, T = k.@ + Ld» + m.ds.
Pro zjednoduseni zépisu se tento smér zapisuje jako trojice ¢isel v hranatych zévorkach [kim]. VSechny
ekvivalentni sméry, které jsou ekvivalentni diky symetrii daného krystalu, oznac¢ujeme (hkl). V pfipadé
kubickych krystald plati, Ze rovina (hkl) je kolmd na smér [hkl]. Napfiklad normélu k roviné (233) je
smér [233]. To plati ale pouze u kubickych krystalii. U jingch krystalovych soustav toto obecné neplati.

Takto zavedené znaceni smérti a rovin se v krystalografii nazyvd Millerovy indexy!?. Je tieba jesté
doplnit, ze pokud je nékteré ¢islo v zapisu roviny ¢i sméru zaporné zapisuje se znaménko minus jako ¢arka
nad ¢islo. Jako piiklad uvedme (110), [111], (PO. 1.6: Indexy rovin v kubické m¥izce). Nakonec je
vektori dy, do, ds. Pokud si zvolime sadu jinych vektord, budou mit zkoumané sméry a roviny v krystalu
odlisné indexy.

Polovodic¢ové soucCastky se velmi Casto vyrabéji litograficky na substratu kfemiku. Protoze krystal se
Stipe podél rovin symetrie, byla zavedena jednotna syntaxe pro orientaci substrati s rtznou orientaci
krystalovych os. Znaceni krystalti ve formé kruhovych desticek se provadi pomoci odlomeni primarni a
sekundarni tsece na kraji desticky. Smeér lomu odpovida pfislusné roviné symetrie. Jako pifiklad je uvedeno
znaceni kifemikovych substrata (PO. 1.7: Kfemikové substraty).

1.7 Jednoduché krystalové struktury

Soli:
CsCl— SC, bazi tvori jeden atom Cs a jeden atom Cl posunuty o 1/2 télesové uhlopficky.
NaCl— FCC s bazi s jednim atomem Na a jednim Cl posunutym o 1/2 télesové ahlopficky.

Kovy:

HCP — hexagondlni struktura s nejtésnéjsim usporadanim (Mg, Ti, Zn, Cd).
FCC — kubicka struktura s nejtésnéjsim usporddanim (Al, Cu, Ag, Au).

BCC — kubickd struktura s méné tésnym uspofaddnim (Li, Na, K).

Nejlepsi zaplnéni prostoru koulemi (p = 74 %) splituji struktury HCP a FCC.
BCC struktura m4 koeficient zaplnéni prostoru koulemi o néco mensi (p = 68 %).
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: po ; ® Obr. 1.7: Struktura koordinac¢nich vazeb ve sfaleritu jako napf.
: é 5 'y : GaAs. Cervené jsou zakresleny atomy galia a modie arsenu.
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Polovodice IV skupiny:
Diamant — kubicky FCC, koordina¢ni uspofadéni vazeb (C, Si, Ge, Sn).

Polovodice ITI-V:
Sfalerit — kubicky jako diamant, ale stfidaji se dva atomy (GaAs, ZnS, CuCl, InAs), viz obr. 1.7.

Polovodice II-VI:
Wurtzit — hexagonélni struktura (ZnS, ZnO, ZnSe, CdSe).

(PO. 1.8: Obrédzek nejtésnéjSiho uspofadavani kouli v prostoru),
(PO. 1.9: Pfiklady uspofadani krystald typickjch soli),
(PO. 1.10: Pfiklady uspofddani krystalt kovid).

10 Tndexy jsou pojmenované podle britského mineraloga Williama Hallowese Millera (1801-80). Piestoze byly tyto indexy
navrzeny jesté difve jinymi mineralogy, oznac¢uji se podle Millera, protoze ve své knize Treatise on Crystallography (1839)
vysvétlil jejich zavedeni.
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PO. 1.1: Krystalova struktura prvku. Kazdé policko obsahuje chemickou znacku prvku, krystalovou

10719 m). Prvky

dné c. Parametry jsou uvedeny v A (1 A

~7

, Pripa

v

stejné krystalové soustavy maji policko podbarvené stejnym barevnym odst

N

soustavu a mriizkové parametry a

tav je

’

mem, oznaceni sous

’

N2

shrnuto v tab. 1.1, navic diam. oznacuje diamantovou strukturu a cmplx. neperiodické mtizky. Data

byla prevzata z [2].
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SC BCC, Fe

diamant, GaAs

PO. 1.2: Kubické krystalové struktury.
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Simple cubic Body-centered cubic Face-centered cubic

A—T

\ N

Simple tetragonal Body-centered tetragonal

e A=

I e \ e

Simple Body-centered Base-centered Face-centered
orthorhombic orthorhombic orthorhombic orthorhombic
Simple Base-centered Triclinic
monoclinic monoclinic
o Fa
Trigonal
a
Hexagonal

PO. 1.3: Ctrnact Bravaisovych krystalografickych mifzek. Pfevzato z [4].
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a (11) (23)

PO. 1.5: Ukazka krystalovych rovin ve 2D ¢tvercové mrizce.
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http://en.wikipedia.org/wiki/Miller_index

Si monokrystal

(100) S El] Bl}]
p-typ
[011] [017]
[110] [110]

[112] \ [011]

PO. 1.7: Pfiklady znaceni orientace krystalografickych os u kifemikovych substratu.

Kfemik se uméle vyrabi Czochralského metodou rustu. Polsky chemik Jan Czochralski objevil tuto
metodu jiz v roce 1916. Pfi této metod€ se precizné orientovany primarni krystal zanoii do taveniny
k¥emiku. Tento primarni krystal se potom velmi pomalu vytahuje z taveniny (10-100 mm za hodinu) a
na jeho povrchu dochazi ke krystalizaci. Touto metodou se da vypéstovat monokrystal ve tvaru dlouhého
valce, viz fotografie vlevo pfevzata z webu WIKIPEDIA:
http://en.wikipedia.org/wiki/Czochralski_process

Monokrystalicky vélec se rozieze podélné na tenké desticky (substraty), které se brousi a lesti.
Tyto substraty se pak pouzivaji pro litografickou vyrobu polovodicovych soucastek. ProtoZe je substrat
tenka desticka pravidelného krystalu, Stipe se pifi ohybu podle rovin vyssi symetrie. Odstipnutim jedné
nebo dvou tseci z kruhového substratu se provadi oznaceni typu krystalu. Pokud jsou napf. priméarni a
sekundarni Gse¢e provedeny kolmo na sebe, jedné se o krystal, ktery rostl ve sméru [100] a jde o kiemik
s dopovanim na p-typ.
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121
HCP

7 12’

123
FCC

PO. 1.8: Geometrie nejtésnéjsiho usporadani kouli vedouci na kubickou strukturu FCC (123123123,
kolmo z obrazku vystupuje osa [111]), nebo hexagonalni HCP (121212, kolmo z obrézku vystupuje
6-ticetna osa Cp).
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a) NaCl, kubickd mfizka FCC b) CsCl, kubicka miizka SC

c¢) GaAs, kubickd mtizka sfalerit d) ZnS, hexagonalni miizka wurtzit

PO. 1.9: Priklady prostorového uspofaddani atomt typickych soli: a) aZ c) kubické mfizky, d)
hexagondlni m¥izka s osou shora doli. V obrazku a) jsou zobrazeny elektronové obaly, v obrédzku b) jsou
zobrazena atomdrni jadra. U obrazki ¢) a d) jsou zobrazeny smérové vazby. 3D modely téchto krystalii

si 1ze vytvofit a prohlédnout pomoci programu z webu OpenRasMol: http://www.rasmol.org/
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b) Kubickd miizka BCC

c¢) Hexagonalni miizka HCP d) Kubickd miizka SC

PO. 1.10: Piiklady prostorového uspofadani atomii kovii. VSechny mfizky jsou kubické. a) az c) jsou
mifzky s tésnéjsim usporddinim, d) mfizka SC je méné obvykla.
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1.8 Piiklady

Pr. 1.1: Symetrie krychle: NapiSte 48 operaci symetrie krychle O a nadrtnéte priklady prvka
symetrie do obrazku krychle.
O =A{ 1, 3C%(100), 6C4(100), 6C%(110), 8C5(111),

Napovéda:
apoveda i, 30,(200),  6S4(100),  604(110),  8Ss(111)}.

Pr. 1.2: Symetrie tetraedru: Symetrie ¢tyfsténu odpovida symetrii krychle ale bez operace inverze.
Celkovy pocet prvki symetrie je tedy poloviéni. Napiste 24 operaci symetrie tetraedru 7y.

Néapovéda: Tg = {I,3C3(100),654(100), 604(110),8C5(111)}.

Pr. 1.3: Symetrie krystalu: NapiSte operace symetrie ortorombické (kosoctverecne) krystalové sou-
stavy, Doy, neboli mmm. Navic sestavte matice transformujici souradnice R =TR.

Népovéda: Dyp, = {I,Ca(x), C2(y), C2(2), 4, Ony, Oxz, Oy }-

cos(a) —sin(a) 0
C'(z) = | sin(a) cos(a) 0 |, oo 2mm
0 0 1 K
cos(28) sin(28) 0 10 0
o, = | sin(28) —cos(28) 0 |, on=_101 0
0 0 1 00 —1

Pt. 1.4: Tetraedrické tihly: Uhly mezi tetraedrickymi vazbami v diamantu jsou stejné jako thly
seviené télesovymi uhloprickami krychle, viz obr. 1.8. Uzitim elementarni vektorové analyzy spocitejte
velikost tohoto thlu. Kittel, str. 49, pr. 1

Diamant

Obr. 1.8: Schéma prostorového usporadani tetraedru v krychli.

Pr. 1.5: Bohruv model atomu vodiku: Postupujte podle semi-klasického planetarniho modelu atomu
vodiku popsaného v sekci 1.1.1. Odvodte vztahy pro Bohrtiv polomér ap (1.2) a pro energii jeden Rydberg
(1.3), které pocitaji tyto parametry vodiku pomoci elementarnich konstant elektronu.

Napovéda: Je nutné pouzit rovnovahu sil pfi kruhovém pohybu elektronu a kvantovaci podminku.
Pr. 1.6: Elektronova 1ls funkce atomu vodiku: Zéakladni stav atomu vodiku je dany 1s funkci ato-

mérniho orbitalu (1.4). UkaZte, Ze: a) tato vinova funkce je normovand, b) nejpravdépodobnéjsi vzdélenost
elektronu od protonu (jadra atomu vodiku) je Bohrv polomér ag.

Napovéda: a) Pravdépodobnost vyskytu elektronu (n(r) = |¢14(r)]?) v celém prostoru je rovna jedné.
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Integraci per-partes ukazte, ze
(o]

/47r7’2 dr 721/ — a3,
0

b) Pravdépodobnost vyskytu elektronu ve vzdalenosti r je danéd n(r), mnozstvi bod s touto vzdalenosti
je 4mr?. Maximum pravdépodobnosti je dané podminkou

di(élm“2 e_27"/‘“3) =0.
r

7 této podminky pfimo dostaneme 7y, = ap.

Pt. 1.7: Indexy rovin: V miizce FCC uvazujte roviny (100) a (001). Indexy se vztahuji k Bravaisové
elementarni kubické buice. Jaké indexy maji tyto roviny vzhledem k transla¢nim vektoriim primitivni
bunky a}, a5, a5 podle obr. 1.9. Kittel, str. 49, pt. 2

elementédrni bunka FCC

—

Obr. 1.9: Schéma prostorového usporadani vektoru primitivni bunky FCC.

Pr. 1.8: Koeficient zaplnéni: Vypocitejte koeficient zaplnéni prostoru tuhymi koulemi v geometrickém
usporadéani daném zakladnimi m¥izkami

SC: w/6 = 52 %,
BCC: V3r/8 = 68 %,
FCC=HCP: V2r/6= T4 %,
diamant: \/377/16 = 34%.

Pr. 1.9: Optimalni HCP mrtizka: V pfiblizeni nejtésnéjsiho usporddani kouli HCP spoditejte pomér
vysky a zékladny elementérniho Sestihranu ¢/a. (Pokud je v redlném krystalu tento pomér vyrazné vétsi,
miZeme krystal poklddat za slozeny z tésné uspofadanych rovin, které jsou na sebe volné vrstveny.)
Kittel, str. 49, pt. 3

Néapovéda: Vyska c¢ je dvojnasobkem vzdalenosti vrstev kouli nad sebou, strana zakladny a je rovna
prameéru kouli.

Reseni: ¢/a = /8/3 ~ 1.633.

P¥. 1.10: Rekrystalizace Zeleza: Zelezo krystalizuje pii teploté T < 910°C v BCC miizce. P¥i vyssi
teploté krystalizuje v FCC mfiZce. Z geometrie usporadani urcete, jaky je pomér hustot téchto riznych
krystalt zeleza. Vypocet provedte za predpokladu, Ze atomy Zeleza jsou tuhé koule o poloméru r.
Reseni:

prcc 4 |2

= ~y/2 =1.09
ppcc 3V 3
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Pr. 1.11: Krystaly soli: Pro krystaly GaAs, CaF5 nacrtnéte elementarni buriku, urcete o jakou krys-
talovou strukturu jde a jaké jsou vektory primitivni bunky a;, i = 1,2, 3.

Reseni: GaAs (sfalerit): polohy prvk — Ga na (0,0,0), As na 2(1,1,1). Elementéarni buika je kubicka
FCC s 4 atomy Ga a 4 atomy As.

CaF, (sfalerit): polohy prvk — Ca na (0,0,0), F na %(1,1,1) a na 32(1,1,1). Elementérni buiika je
kubickd FCC s 4 atomy Ca a 8 atomy F.

Pr. 1.12: Kfemikové substraty: Pomoci vektorové algebry dopiste do obr. 1.10 oznaceni chybéjicich
smeért, podle kterych se délaji typické zlomy kiemikovych substrati.

[001]

\ /

(111) S [110]
Obr. 1.10: Nékres kremikového substratu se
smérem riistu (111). Cervend oznacené sméry, [200] [010]
které odpovidaji kubickym osdm X, v a 2,
sméiuji mirné dopiedu. Na obvodu substratu je / l \
provedeno 12 symetrickych zlomii.

Pr. 1.13: De Broglieho vlnova délka: S vyuzitim de Broglieho vztahu spocitejte vinovou délku pro
uvedené ¢astic v angstromech: a) kuli¢ku o hmotnosti 0.01 g s rychlosti 10m/s; b) elektron s energii 10eV.

Regeni: 10719 A, 4 A
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Kapitola 2

Grupova teorie pevnych latek

Obsah kapitoly
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2.2.1 Reprezentace I'y . . . . . . . L L 31
2.2.2 Blokové diagonalni reprezentace. . . . . . . .. ..o L oL 32
2.2.3 Véty pro neekvivalentni ireducibilni reprezentace . . . . . . . . .. .. ... .. 32
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2.3.1 Mullikenova domluva o znaceni NIR . . . . . . .. ... ... ... .. ... 34

2.4 Vyuziti symetrie pfi praci s vlnovymi funkcemi . ... ... ......... 35
2.4.1 LCAO - MO jako vlnové funkce elektrona . . . . . .. ... ... ... .... 35
Pr. 1: Molekula vody . . . . . . . o . oL 36
2.4.2 Interak¢ni diagram molekuly . . . . . . ..o L oo 37
2.4.3 Studium vibraci jader . . . . . . ... L Lo 37
2.4.4 Vybérova pravidla . . . . . . .. Lo 39

2.5 Vyuziti symetrie pfi vypoétu integrala . . ... ... ... ..., 39
2.5.1 Direktni soucin reprezentaci . . . . . . . . . ... oo 39
2.5.2  Normalni vibrace a normalni soufadnice . . . . . . . .. .. ... ... ... .. 40

2.6 Symetrie ve fyzice . . . . . . . i i i i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 41

2.7 Priklady . . . o o 0t i e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e 45

V této kapitole si podrobné probereme, jak se d4 matematicky aparat grupové teorie aplikovat na
bodovou symetrii krystalu. K tomuto tématu je mozné najit velké mnozstvi riznych vyukovych texta
[16, 17]. Nicméné pro nezasvéceného Ctendfe muze byt jejich ¢teni obtizné. Zkusme to tedy shrnout v
této kapitole. Zopakujme si vSechny mozné prvky bodové grupy symetrie krystalu:

I = identita,

c, = n-Cetné osa rotace,

o = zrcadleni (podle roviny o}, horizontélni, o, vertikalni, o4 diagondlni),
Sn = n-Cetna osa rotace se zrcadlenim podle roviny kolmé k ose,

) = inverze.

Kdybychom chtéli zapsat operatory téchto uvedenych operaci symetrie, pouze bychom nad znacky
operace pridali operatorovou stfisku, napf. I nebo C),. Pokud bychom grupovou teorii aplikovali na
molekulu, je zfejmé, Ze vSechny prvky dané grupy symetrie, G = {a, b, c, ...}, musi zachovivat nehybny
Také u krystalu musi mit vSechny prvky symetrie jeden spole¢ny bod, ale prvky symetrie se aplikuji na
elementarni buriku daného krystalu.

U molekul i krystald m4a symetrie nékolik dtlezitych dusledki, které se hojné pouzivaji. A) Dipdlovy
moment molekuly mtze byt jen ve sméru symetrické osy C,,. Molekula smi mit rovinu zrcadleni, ale pouze
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101.72m/\:N
H' H

Obr. 2.1: Molekula amoniaku NHgs, pfevzato H 107.8°

z webu Wikipedie.

vertikalni o, ve které lezi osa symetrie. Jiné operace mit nesmi. B) Materidl, ktery ma byt opticky aktivni
(chiraln{) nesmi mit inverzi ¢, ani zadné zrcadleni o a tedy ani Ziddnou osu se zrcadlenim S,,. Chiralni
materialy jsou totiz schopny stacet rovinu polarizace prochézejiciho svétla a déli se proto vzdy na dvé
chiralni varianty, které se oznacuji jako levotoc¢iva a pravotociva.

2.1 Grupa prvkua bodové symetrie

To, jaka je souvislost mezi jednotlivymi prvky dané grupy symetrie, se da shrnout pomoci multiplika¢ni
tabulky. Ta nam ukazuje vysledek nasobeni libovolnych dvou prvkt této grup. Jako priklad zvolime
molekulu amoniaku NH3. Molekula amoniaku neni rovinna, ale vypada jako trojnozka namalované na
obr. 2.1. Multiplikac¢ni tabulka této molekuly je zapsana v tab. 2.1. Protoze grupa je uzaviena vuci operaci
nasobeni, musi byt kazdy rfadek nebo sloupec této tabulky permutaci vSech prvkt grupy. Z toho plyne,
Ze v multiplika¢ni tabulce je v kazdém Fadku/sloupci kazdy prvek préavé jednou. Tvrzeni této véty lze
dokazat jednoduse sporem.

Clay I Cs C3 a b c Tab. 2.1: Multiplika¢ni tabulka pro molekulu
T T Cs C2 a b c NHj, kterd méa symetrii Cs,. Pro zjednodu-
Cs Cs 2 I ‘ a b Seni jst?u roviny symetrie {c,,0p, 0.} zapsany
2 o2 b C b . a pouze 1ndex.(‘3m {a,b, c}.
3 3 3 5 Pro symetrii D3 by byl rozdil pouze v tom,
¢ a b ¢ I Cs Cy Ze symboly {a,b,c} by znamenaly dvojcetné
b b ¢ a C3 ! Cs osy rotace kolmé na hlavni osu symetrie
c c a b C3 C3 I {Caq,Cap, Cac}.

Pocet prvka grupy definuje 7ad grupy (h). Grupa popsand v tab. 2.1 mé fad h = 6. Prvky grupy
délime do trid vzédjemné sdruzenych (konjugovanych) prvka. Pocet t¥id budeme oznacovat pismenem
t. Prvky a a b jsou sdruzené, pokud v dané grupé existuje prvek = s jehoz pouzitim mizeme zapsat
podobnostni transformaci:

a=x hx. (2.1)

SdruZenost prvku je vzajemnd a tranzitivni vlastnost. To znamend, Ze v ramci t¥idy jsou prvky sdruzené
kazdy s kazdym. Z definice t¥id je zfejmé, Zze grupa Cs, méa 3 tiidy (¢ = 3). Prvni tfida mé pouze jeden
prvek a tim je identita I. Druh4 ti{da mé& dva prvky, kterymi jsou rotace C3 a C3. Tteti tiidu tvoif t¥i
operace zrcadleni {c,, 0p,0.}.

Pro porovnéavani riznych grup se zavadi vztah izomorfie. Dvé grupy (G;, G;), které maji stejné mul-
tiplikacni tabulky jsou vzajemné izomorfni. Kazdému prvku a; z prvni grupy odpovida ekvivalentni prvek
a; z druhé grupy. Pfitom se mohou nékteré prvky u obou grup rtznit, nicméné identité bude urcité od-
povidat identita. Izomorfni jsou tedy napiiklad grupy D3 a Cs,, pro které je shoda multiplika¢ni tabulky
patrna z tab. 2.1.

2.1.1 Abelovské grupy

Grupa G se nazyva abelovskad neboli komutativni, pokud pro libovolné dva prvky a,b této grupy plati
rovnost ab = ba. D4 se ukdzat, Ze vSechny grupy do faddu ¢tyfi (h < 4) jsou abelovské neboli komutativni.
Tato tloha se fesi v ptikladu 2.3. Abelovy grupy maji jednu zajimavou vlastnost, totiz ze kazdy prvek
této grupy ma svou vlastni t¥idu, musi tedy pro né platit ¢t = h.
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2.1.2 Vlastnosti t¥id prvku libovolné grupy

Vlastnosti t¥id 1ze shrnout do tii zakladnich tvrzeni.
Véta 2.1.1 KazZdd trida je jednoznacné urcend svym libovolnym prvkem.

Véta 2.1.2 Grupa je sjednocenim trid konjugovangch prvkid, kde tyto tridy jsou meprdzdné a navzdjem
disjunktni.

Prosté kazdy prvek grupy patii pravé do jedné tfidy. Grupa je jako Skola s zaky, kde kazdy zak patii
pravé do jedné tiidy.

Véta 2.1.3 Pocet prvku p kaZdé tridy je delitelem tdadu grupy h.

R4d grupy C3, z tab. 2.1 je: h = 6. Cislo Sest ma tii délitele {1,2,3}. Jak jsme si ifkali, grupa Cs,
mé pravé ti t¥idy, ¢t = 3, s poty prvki v jednotlivych t¥idach prave {1,2,3}.

2.2 Reprezentace grupy

Soubor étvercovych matic dimenze (n x n), které se pii provedeni operace nasobeni chovaji stejné jako
elementy dané grupy, definuje reprezentaci grupy. Operaci nasobeni prvku grupy zde predstavuje nasobeni
étvercovych matic. Cislo n uréuje dimenzi této reprezentace. Mé&jme operaci symetrie a, reprezentaci této
operace necht je ¢étvercovd matice D(a). Dimenze této reprezentace je n a vSem prcku grupy, do které
nalezi a, musi byt pfifazena stejné velka ¢tvercova matice. Zopakujme, Ze pocet prvkl grupy a tedy i
pocet ¢tvercovych matic reprezentace grupy se nazyva rad grupy a znaci se pismenem h.

Uvazujme grupu G = {a, b, ¢, ...}. Pro kazdy prvek teto grupy a k nému inverzni prvek musi platit, ze
maji v libovolné reprezentaci k sobé navzajem inverzni matice. To lze zapsat pro jednu konkrétni operaci
takto, D(a~1) = [D(a)]~!. Dale musi platit, Ze operaci identita I musi v kazdé bazi odpovidat jednotkova
matice. Jind matice by totiz nesplnila definiéni podminku pro identitu: Iz = I = z,Vz € G.

2.2.1 Reprezentace ',

Tato reprezentace popisuje, jak se pomoci prvka symetrie méni polohovy vektor # = (z1,x1, z1). Dimenze
této reprezentace je samoziejmé n = 3, nebot popisujeme zobecnénou rotaci vektoru ve 3D prostoru.
Zapisme si tyto transformacni matice pro nasi oblibenou grupu Cl,,.

1 0|0 —1/2 —/3/2|0 -1/2 V3/2|0
I=(0 1]0 [, Cz3=| Vv3/2 -1/2 |0 |, c:i=| —-v3/2 —-1/2(0 |,
0 01 0 0 |1 0 0 |1
/2 V3/21]0 /2 —V3/2|0 -1 010
oa=1| V3/2 —-1/2|0 |, ow=]| —V3/2 -1/2 |0 |, o.=| 0 1|0 |. (22
0 0 |1 0 0 |1 0 01

Protoze jde o matice transformace prostoru, kterd musi zachovavat skalarni soucin, maji tyto matice
vzajemné ortogonalni Ffadky a sloupce. Provedeme-li skaldrni soucin dvou riznych radkt, dostaneme
nulu. Soucin Fadku sama se sebou da jako vysledek jednicku. Pokud bychom oznadili prvky nékteré
z matic jako a;j, potom muzeme zapsat vztah ortogonality jako a;xa;r = ariar; = d;;. V tomto zapisu je
pouzito Einsteinovo sumacéni pravidlo. S¢ita se automaticky pres pravé dvakrat uvedeny index, coz
vyrazné zjednodusuje zapis skalarnich soucint. Funkce d;; je Kroneckerovo delta.

Jak je zfejmé, jsou matice (2.2) blokové diagondlni. Tato reprezentace je tedy reducibilni a jednotlivé
bloky jsou samy o sobé ireducibilni reprezentaci. Levy horni blok je dimenze 2 a pravy dolni je dimenze
1. Reducibilni reprezentaci I',, lze v tomto konkrétnim pripadé zapsat jako direktni soucet dvou neekuvi-
valentnich ireducibilnich reprezentaci (NIR), T, = E @ A;. Abychom pochopili, co tento zépis znamen4,
musime postupné zavést nékteré terminy. Tak tf¥eba reprezentace E, ktera je popsand maticemi dimenze
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2, se nazyva vérnd reprezentace, nebot vSechny operace maji riizné matice. Naproti tomu reprezentace
A; je tzv. Gplné symetrickd reprezentace (nékdy oznadovand téz totalné symetrickd), vSechny operace
maji prifazenou stejnou jednicku, a proto reprezentace A; neni vérnd. Vsechny operace nasobeni lze
v reprezentaci A, zapsat jako vyraz: 1-1 = 1.

S maticemi jakékoliv reprezentace grupy by se dalo rtzné tocit. Nejsou tedy dané jednoznacné a
vlastné nas z pohledu symetrie ani nemusi zajimat konkrétni hodnoty jednotlivych prvkia matice. Co je
ale pfi vSech otoc¢kich matice stéle invariantni, je jeji stopa. Stopa matice D(a) proto uréuje dulezitou
vlastnost, kterd se nazyva charakter a znaci se pismenem Yx:

x(a) = Tr(D(a)). (2.3)

Z definice je zfejmé, ze charakter identity je roven dimenzi reprezentace (x(I) = n). Déle plati, ze cha-
raktery operaci symetrie téze t¥idy musi byt stejné (viz Véta2.1.1). Proto pro charakterizaci grupy staci
uvést charaktery vSech neekvivalentnich ireducibilnich reprezentaci (NIR). Tabulku charaktera grupy Cs,
ukazuje tab. 2.2 a také (PO. 2.1: Tabulky charakteri).

Tab. 2.2: Tabulka charaktert pro molekulu NHj, Csy I 2C5 30,
ktera ma symetrii C,.. Pro symetrii D3 by byl roz- A, 1 1 1

dil pouze v tom, Ze posledni sloupec by mél nadpis A, 1 1 1

3C5. Posledni fadek k tabulce nepatii, ukazuje cha- E 9 1 0

raktery reducibilni reprezentace. - 3 5

2.2.2 Blokoveé diagonalni reprezentace

Pokud bychom zvolili jinou soustavu os ve 3D, vysly by nam jiné matice reprezentace nez ty v rovnicich
(2.2). Vzdy by vsSak bylo mozné najit transformaéni matici s stejného fadu pravé tak, ze by bylo mozné
k blokové diagonalnimu tvaru piejit pomoci podobnostni transformace: a’ = s~as. Pomoci stejné trans-
formac¢ni matice s bychom transformovali vSechny matice vSech operaci grupy z nec¢arkované do ¢arkované
soustavy. Jednotlivé ¢tvercové bloky, vyriznuté z puvodnich matic, predstavuji NIR.

D) 0o --- 0
0o DR ... 0
D(R) =] . o .- (2.4)
0 o ... Dm

Tento rozpis znamend, Ze reprezetaci D(R) lze rozepsat do direktniho souc¢tu m NIR. Matematicky by to
bylo:
D(R) = DU D@ q...qp DM,

Pritom plati, Ze nékteré ireducibilni reprezentace se mohou v rozepsaném zapisu vyskytovat vicekrat.

PovSimnéme si, Zze vySe uvedend podobnostni transformace, je totozna s transformaci hledajici sdru-
Zené prvky (2.1). Z pohledu matic maji tedy v8echny prvky sdruzené do jedné tiidy vzijemné ekvivalentni
matice.

Zopakujme zavedené znaceni. Reprezentace, které jsou svazané podobnostni transformaci, jsou vza-
jemné ekvivalentni. Reprezentace, mezi kterymi neexistuje podobnostni transformace jsou neekvivalentni.
Reprezentace, kterou lze pomoci podobnostni transformace prevést na blokové diagonalni je reducibilni
(redukovatelnd). Kazdy blok odpovidé jedné ireducibilni (neredukovatelné) reprezentaci

2.2.3 Véty pro neekvivalentni ireducibilni reprezentace

Abychom popsali symetrii grupy, stac¢i nalézt charaktery vsech jejich NIR. Pro né musi platit urcité
zékonitosti, které si nyni popiSeme. Veskeré znaceni k tomu je shrnuto v obrazku (PO. 2.2: Popis
syntaxe).

Véta 2.2.1 Pocet NIR grupy je roven poctu trid t.
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Napriklad grupa C3, ma 3 tfidy, a proto bude mit i 3 NIR. Tabulka charaktert pro grupu Cj, je tedy
Ctverec 3 x 3.

Véta 2.2.2 Soucet c¢tverci dimenzi vsech NIR dané grupy je roven vddu grupy h.

Jako priklad si vezmeme opét grupu Cs,,, kterd ma 7ad h = 6. Je typické, ze v tabulce charakteri odpovida
prvni sloupec identité a jeji charakter je roven dimenzi NIR. Staci tedy secist ¢tverce ¢isel v prvnim sloupci
a dostaneme fad grupy, 12 + 12 + 22 = 6.

Véta 2.2.3 Soudet étverci absolutnich hodnot charakterd x(R) vSech prvki R grupy G v libovolné NIR
je roven tadu grupy h.

> X (R)x(R) = h. (2.5)

Reg

Véta 2.2.4 Charaktery dvou libovolngch NIR i a j spliuji podminku ortogonality.

Obé posledni véty lze zapsat pomoci jednoho matematického vztahu.

> X (R)x;(R) = hdy, > pexi (R)x;(R) = héyj, (2.6)
Reg k=1

kde %, j jsou indexu dvou reprezentaci a d;; je Kroneckerovo delta. Jako pfiklad si spocitame skaldrni
soucin dvou reprezentaci A; - Ay pro grupu Cs,. Vysledek je nasledujici: 1-1-14+2-1-1+3-1-(—1) =0.
V tomto vypoctu jsme provedli sumaci pies tfidy, které maji shodné charaktery a vynasobili soucin
poctem prvka dané t¥idy px. Pouzili jsme tedy zkraceny vypocet podle vztahu uvedeného v ramecku.

Véta 2.2.5 Spliuji-li charaktery studované reprezentace podminku (2.5), pak je tato reprezentace iredu-
cibilni.

S pouzitim téchto péti vét miZzeme opustit jakoukoliv multiplika¢ni tabulku, ktera obsahuje zbytecné
redundantni informace a pfejit k tabulce charakterd, kterda je mnohem mensi a obsahuje veskerou po-
tFfebnou informaci popisujici symetrii dané grupy. Jako piiklad si provedte piepis multiplika¢ni tabulky
(tab. 2.1) pro grupu Cj,, na tabulku charakterti. Vysledek si srovnejte s tab 2.2. Posledni fddek do tabulky
jiz nepatii, nicméné ndm umozinuje spocitat rozklad reducibilni reprezentace I';, do NIR. K tomuto tcelu
pouzijeme posledni vétu této sekce (véta 2.2.6).

Véta 2.2.6 Kolikrdt je konkrétni NIR i v néjaké reducibilni reprezentaci I' je dané vztahem (2.7).

ar =3 S GENR), [or = 1Y pod (R (R). (27)
Reg k=1

Grupova teorie se s pouzitim znamych tabulek charakterii snazi fesit tii stupné tloh:

1. Nalezeni vSech NIR dané grupy. Ty je mozné si vyhledat pro danou G v tabulkach které zpracovali
matematici.

2. Rozklad zadané reprezentace D do NIR. To souvisi s G a D. Vypocet se provede podle (2.7).
3. Vyuziti ziskaného rozkladu k nalezeni spektra hamiltonianu. Nebot hamiltonidn je invariantni vici

operacim symetrie, lze najit feSeni Schrodingerovy rovnice s vyuzitim spole¢nych funkci. Zde se jiz
promita G, D a hamiltonidn H.
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2.3 Znaceni grup symetrie

VsSech moznych grup popisujicich bodové symetrie molekul nebo krystalti je omezeny pocet. Typicky tyto
grupy délime na tfi kategorie, kde krystaly mohou byt pouze prvni dvé uvedené kategorie.

Grupy typu I jsou grupy rotaci. Piikladem jsou {C,, Cyv, Cnn, Sn, Dny Dndy, Dun b
Grupy typu II jsou grupy vyssi symetrie. Piikladem uvedme {T', Ty, T}, O, O, I, I }.

Grupy typu III jsou grupy s operaci Coo, napi. {Cooy, Doon, K1 }. Prvni dvé odpovidaji linedrnim mo-
lekuldm a posledni je sféricky symetricka koule.

Pro urcovani bodové grupy symetrie zkoumané molekuly nebo krystalu a nalezeni odpovidajiciho
oznaceni se pouziva vyvojovy diagram uvedeny jako ivodni obrazek této kapitoly. Ptifazeni jednotlivych
krystalografickych soustav ke grupam symetrie s odpovidajicim oznacenim ukazuje tabulka na konci ka-
pitoly: (PO. 2.3: Symetrie krystalografickyjch soustav).

2.3.1 Mullikenova domluva o znacdeni NIR

Robert S. Mulliken byl americky fyzik a chemik, ktery se vénoval vyvoji teorie molekularnich orbitala a
ziskal za svou praci Nobelovu cenu za chemii v roce 1966. Pro sjednoceni znaceni rtiznych NIR zavedl
nésledujici pravidla pro volbu pismena a indext [18]. Uvedeny ¢lanek je velmi podrobny, ale zajimavy
je i tim, Zze u néj pfi tisku omylem zapomnéli uvést jméno autora. Jméno bylo doplnéno az v Erratu
k tomuto ¢lanku. Z Mullikenova nazvoslovi vybereme jen pét hlavnich bodt, coz bude pro nas zakladni
nahled stacit’.

1. Pismeno je podle dimenze reprezentace n,

n | 1 2 3 4 5
mak | AB E FT G H

2. Volba pismena u 1D se provede podle symetrie C,, v ose nejvyssiho fadu, ktera se bere jako svisla
osa,
+1, A

X(Cn)Z{ 1 B

3. Horni index je podle horizontalni roviny o, kolmé na svislou osu, napi. pro A,

+1, A
x(on) = _1. A"

4. Prvni dolni index je podle rotace C; kolmo na osu nejvyssiho fadu. Pokud grupa nemé kolmou
dvojcéetnou osu, pak se tento index uréi podle o,. Uvedme piiklad pro A,

41, A

5. Druhy dolni index je podle charakteru prvku inverze i, napt. pro A,
. +1, A,
i ={

Znaceni u, g je podle némeckych slov gerade/ungerdde ve vyznamu éeskych slov sudy/lichy. Specidlni
postaveni méa totalné symetrickd NIR A;, kterdA mé vSechny charaktery +1 a odpovida reprezentaci
invariantni vi¢i iplné vSem operacim symetrie.

! http://wuw.pci.tu-bs.de/aggericke/PC4e/Kap_IV/Mulliken.html
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2.4 Vyuziti symetrie pri praci s vinovymi funkcemi

Pokud chceme vyuzit grupovou teorii pro kvantové-mechanické vypocty vlnovych funkci napf. elektroni,
musime uvedenou teorii aplikovat na vlnové funkce atomarnich orbitald.

Definice: Soubor n linedrné nezavislych funkei {f,y} = {fi,..., fn}, ktery se ptisobenim operatort
symetrie pfislusné grupy G transformuji na linedrni kombinaci téchto funkci, tvotfi bdazi n-dimenzionalni
reprezentace grupy.

Jak je ziejmé, funkce, které tvoil bazi, predstavuji uzavieny systém vii¢i operacim symetrie. Necht
R € G a k této operaci symetrie je prifazen operator R, ktery ptisobi na bézi funkci. Potom z definice
miizeme zapsat vztahy pro transformace funkci {f(,,)} takto,

Rfi = Zrij(R)fja (2.8)

kde r;;(R) pfedstavuje matici koeficientt transformace podle operace R. Dimenze této ¢tvercové matice
n je shodnd s po¢tem funkei baze. Je ziejmé, ze grupa G je izomorfni s grupou operatort a matice r;;(R)
je reprezentaci této grupy. Pokud bychom funkce {f,)} zamichali provedenim néjaké linearni kombinace
téchto funkci, vznikla by ndm nova baze, kterd by byla s tou ptavodni bazi ekvivalentni. Z pohledu matic
ri;(R) by 8lo pouze o jejich transformaci, kterd nezméni vysledek feseného problému. Muzeme si tedy
bez jmy na obecnosti zvolit takovou bazi, se kterou se nam bude dobfe pocitat.

Jak bude vypadat ptisobeni operaci symetrie na vlnové funkce, které jsou feSsenim Schridingerovy
rovnice a jsou tedy vlastnimi stavy energie?

R(I:iju) = ]:B(Ej'l/}ju) = Ej(]:zwjv) = I;[(E'I/Jju)v (29)

kde E; je energetickd hladina s degeneraci v a systém funkci 1);, tvori Gplny systém. Tento zapis fika,
ze pokud ma byt vysledek po pouziti operace symetrie nerozlisitelny od pocateéniho stavu, nesmi se
zmeénit energie. Operator symetrie tedy miZeme pouzit piimo na vlnovou funkci, nebot hamiltonian
a operace symetrie komutuji, [R, I:I] = 0. Ke kazdé energetické hladiné E; je pfifazena sada funkci
Yi1, - Y5, kterd tvori bazi I'y. Tato baze tvoii NIR pokud neni hladina pouze ndhodné degenerovan
prekryvem raznych hladin. Energetické hladiny se transformuji podle grupy symetrie a kazda hladina
musi odpovidat jedné z NIR bodové grupy molekuly. Je proto obvyklé, Ze se energetické hladiny oznacuji
stejnym pismenem které odpovidd pfislusné NIR. Jak jiz vime, dimenze této reprezentace je urcena
degeneraci této energetické hladiny FE;.

Pro nézornost uvedme nékolik piikladt degenerace energetickych hladin. Setkdvame se s tim u grup
s operaci C,,. Potom musi platit x(I) = x(C™) = w”™ = 1. Z toho plyne, ze x(C,) = ¢*>™/™. Dale plati,
ze kazdy volny atom ma symetrii koule K, a mé ireducibilni reprezentace pouze liché dimenze 1, 3,5, .. ..
Vzpomertime, ze magnetické kvantové ¢islo volného atomu m4 také lichy pocet povolenych hodnot (21+1),
viz sekce 1.1.2.

2.4.1 LCAO - MO jako vlnové funkce elektronu

Elektronovou vlnovou funkci molekuly zapiseme jako linearni kombinaci atomarnich orbitalti. Budeme
uvazovat funkci bez spinu a pouze dodame, Ze kazdou tuto hladinu miizeme obsadit dvéma elektrony s opa-
¢énym spinem. Musime se ujistit, Ze nase volba atomarnich funkci souhlasi s grupou symetrie studované
molekuly. Linedrni kombinace atomarnich orbitalti jako molekularni orbitaly se znac¢i LCAO - MO. Ato-
mérni orbitaly pouzijeme jako bazi { f(,)} a ziskanou reprezentaci rozlozime do NIR, I'yo = I'1 @+ - - @ T'p,.

Spocitat molekularni vinové funkce vlastné znamend, zZe musime provést symetrizaci atoméarnich vl-
novych funkci. Od atomérnich orbitalti {f(,)} chceme pfejit k symetrizovanym funkcim {g(,)}, které
respektuji symetrii dané molekuly. Zvolime si jednu konkrétni NIR reprezentaci s oznacenim T'j, kterad
maé dimenzi ng. Nyni spoc¢itame symetrizovanou funkci g ze zvolené funkce f s vyuzitim vSech operaci
symetrie R grupy G dané molekuly. Vysledek je zapsan v ramecku.

Reg ReG
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Pravy vztah je vypocet celé sady symetrizovanych funkei s vyuzitim matic r;;(R). Z jiného pohledu lze
vztah (2.10) chépat tak, Ze s vyuZzitim operaci symetrie ziskdm sadu atomérnich orbitall, které jsou
v molekularni funkci zastoupeny s koeficientem danym charakterem zvolené NIR (T'y). Pouziti tohoto
vztahu si vysvétlime na pfikladu molekuly vody. Vysledkem bude odvozeni symetrizovanych vlnovych
funkci LCAO - MO pro tuto molekulu H5O.

Obr. 2.2: Molekula vody, ktera lezi v roviné yz. Osa
x vystupuje kolmo z roviny obrazku. Molekula neni
linearni, thel mezi vazbami ¢ini 104.45°.

Pr. 2.1: Molekula vody: Molekula HoO nemé vsechny atomy na pfimce. Proto nemé osu C, ale
ma symetrii jen Cy,, viz obr. 2.2. Zvolime si minimélni soubor atomovych vlnovych funkei.

n= 7a {f17 .. '7f7} - {1817 1525 150a23072px72py72pz}-

Prvni a druhd funkce jsou orbitaly na prvnim a druhém vodiku. Ostatni orbitaly odpovidaji kysliku. Mo-
lakula HoO mé 10 elektront, a proto 7 zvolenych AO by mélo diky spinové degeneraci stacit. Reprezentaci
T'ao odpovidaji ¢tvercové matice r;;(R) velkosti (7 x 7) nésledovné.

1 01
1 10
1 1
D(I) = 1 . D(Ca(2) = 1 ;
1 -1
1 ~1
1 1
01 1
10 1
1 1
D(0y) = 1 . D(oy:) = 1 : (2.11)
1 ~1
~1 1
1 1

Zapis jsme zjednodusili tak, ze jsou uvedeny jen diagondlni a nenulové prvky matic. Je jasné ze reprezen-
tace zaloZena na téchto maticich 7;; se pfi vypoctu charakterti dané operace symetrie pta na to, ktery
atomarni orbital zustava pri dané operaci na svém puvodnim misté. Zopakujme, ze charakter reprezentace
se spocita jako stopa matice. Vysledek je:

FAO I 02(2) Ogz O'yz
Y 7 1 3 5

Standardnim rozkladem reprezentace I'yo do NIR pro Cs, pomoci vztahu (2.7) dostaneme vysledek,
Tao =441 ® By @ Bs. Molekularni orbitaly vody spoéitané podle (2.10) maji néasledujici symetrii:

NIR LCAO - MO

Ap g1 = 150, g2 =250, g3 = 2p, ga = (151 + 1s3)/2
B : 95 = 2py
By : g6 = 2py, g7 = (1sy — 1s2)/2
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2.4.2 Interak¢éni diagram molekuly

AO kyslik MO H,0 AO vodiky
. N
a;thy

Obr. 2.3: Kvalitativni interakéni diagram vody. Popis je uveden v textu.

Na zékladé ivah o symetrii molekuly vody mtizeme sestrojit kvalitativni interakéni diagram s ener-
getickymi hladinami. ProtozZe ze symetrie nemuzeme zjistit velikost dané energie, je tento diagram pouze
kvalitativni. Hodnoty energie odhadujeme ze zkusenosti. Pro zpfesnéni je potieba vyfesit pro takto uréené
molekularni orbitaly Schrédingerovu rovnici. Alternativné je samoziejmé také mozné uréit energie hladin
méfenim.

Obréazek 2.3 je potfeba vysvétlit. Molekularni reprezentace se oznacuji malymi pismeny, aby se odlisily
od atomarnich, které pouzivaji podle Mullikena pismena velka. Nejnizsi hladina kysliku la; se nepodili
na vazbé. Hladiny 2a4, 1b; jsou vazebné, protoze sdili atomarni funkce kysliku i vodiki. Toto sdileni je
mozné diky shodné symetrii. Dale nasleduji dvé nevazebné hladiny 3a;, 103, kde jsou umistény posledni
dva elektrony molekuly vody. Dalsi dvé hladiny 4aq,2b; jsou antivazebné.

Elektrony umisténé do energetického schématu vody na obr. 2.3 jsou na hladinach ve dvojicich s opa-
¢nym spinem. Prvni excitovany stav by odpovidal pfesunu jednoho elektronu z posledni obsazené hladiny
1b5 na prvni volnou hladinu 4a;.

2.4.3 Studium vibraci jader

Pokud chceme studovat vibrace jader, musime vzit do ivahy vzajemné polohy vsech N atomi. Jde tedy
o problém 3N proménnych, kterému bude odpovidat reducibilni reprezentace I'sy. Tuto reprezentaci
je potieba nalézt, rozlozit ji na soucet NIR a odecist reprezentace nalezici translaci a rotaci. To co
zbude bude odpovidat symetrii vibra¢nich méda. Kazda NIR jednomu povolenému vibra¢nimu mdédu.
Pro jednoduchost vezméme opét vodu, ktera ma jen tii atomy.
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+1 -1

+1 1
+1 -1
D(Umz) = -1 ) D(ayz) - 1 . (212)
+1 1
+1 —1
-1 1
+1 1

Kdyz se spocita stopa téchto matic, je zfejmé, Ze charaktery v této reprezentaci je mozné stanovit
pfimo bez nutnosti sestavovat transformacni matice. Charakter ziskdme jako souin poctu atomu Ng,
které se pri provedeni operace symetrie R nepohnou z mista, a ur¢itého geometrického koeficientu.

V(€)= Np2eosa +1), x(Su) = Na(2cosa 1),
X(I):3N7 X(U):Naa X(i):_SNi-

a = 2w /n, je thel otofeni pfi pouziti dané operace symetrie. Druhy fadek lze spocitat jako specidlni
pfipady rotaci podle vztaht z prvniho fadku. Vysledek vypoctu charakterd pro vodu je:

1_\SN 1 02 (Z) Ogxz Oyz
X 9 -1 1 3

Tuto reducibilni reprezentaci rozlozime s pouzitim vztahu (2.7) a dostaneme, I'sy = 341 ®A2@®2B; ®3Bs.
Tato reprezentace respektuje 3N stupnd volnosti pro danou molekulu. To znamend, ze musi platit,

FSN = Ftrans + 1—‘rot + Fvib~ (213)

Pro ziskdni piehledu o vibra¢nich stupnich volnosti je tedy nutné od I'sy odecist translaci a rotaci.
Translaci odpovida reprezentace I';, kterou jsme jiz udélali v sekci 2.2.1. Zatimco translace odpovida
transformaci vektoru &, rotace je transformaci pseudovektoru (axidlnfho vektoru) R. To znamena, ze
translace a rotace maji stejné matice pro operace I,C,. Pro operace S,, 0,7 maji translace a rotace
u matic opa¢né znaménko. Pro vodu by nam vyslo, I'tyans = A1 D B1 @ Ba, ['yot = As @ B, & Bs.

Prostym odectenim dostaneme symetrii vibracnich stavi jako: I'yy, = 2A; @ Bs. Pokud si chceme
zjednodusit praci, je mozné pro uréeni I'yans a oy Vyuzit toho, co je jiz napsané na pravé strané
(PO. 2.1: tabulek charakterf). Translace odpovida slozkdm vektoru & a rotace slozkdm vektoru R.

Ziskané vibra¢ni stavy vody jsou zakresleny v obr. 2.4. Vlevo jsou totalné symetrické vibrace Ay,
vpravo je vibrace se symetrii podle reprezentace Bs. Pro vibrace musi platit, Ze molekula se nesmi
vody vyznacen teckovanou ¢arou. Navic musi platit, Ze jednotlivé vibrace jsou navzajem nezavislé, neboli
ortogonalni vibra¢ni médy. Z IC méFeni a Ramanovych spekter vody je znadmo, Ze jednotlivym vibracim
nalezi frekvence: 11 = 1.08 x 10* Hz (3601 cm™1), vy = 4.83 x 1013 Hz (1609 cm™1!), v3 = 1.11 x 1014 Hz
(3696 cm—1).

Al: 141

Obr. 2.4: Vibra¢ni médy molekuly vody a jejich symetrie popsana NIR.
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2.4.4 Vybérova pravidla

V predchozim textu jsme si odvodili t¥i vibraéni médy molekuly vody (obr. 2.4). Dva mdédy maji symetrii
Ay a jeden méa symetrii Bs. Pro tyto nalezené vibrace popiSeme vybérova pravidla, ktera urcuji, ktery
z téchto médi bude aktivni ve spektrech IC absorpce a ktery v Ramanovych spektrech.

Véta 2.4.1 Vibrace je aktivni v absorpcnim IC spektru, jestlize patii ke stejné NIR jako slozka vektoru
Z, ktery symetrit odpovida elektrickému dipolovému momentu.

Protoze jsou povoleny viechny slozky (z,v, 2), ma molekula HyO v IC aktivni vSechny tii vibrace.

Véta 2.4.2 Vibrace je aktivni v Ramanové spektru, jestliZe patri ke stejné NIR jako sloZka kvadratické
formy x2, kterd symetrii odpovidd polarizovatelnosti.

V Ramanové spektru jsou vSechny tii mddy vibrace vody rovnéZz aktivni, nebot jsou u nich uvedeny
nékteré ze slozek (22,42, 22, 2y, v2,y2).

Ve chvili, kdy je jasnd symetrie vibraci, je mozné se posunout ke kvantovému feSeni. Vyuzije se
znama kinetickd a potencialni energie jader, hamiltonian se dosadi do Schrédingerovy rovnice a ziskame
kvantovanou energii uloZzenou ve vibracich. K tomu se propracujeme v nasledujici sekci.

2.5 Vyuziti symetrie pri vypoctu integrali

V kvantové mechanice se pro vypocet stfedni hodnoty néjaké veli¢iny pouziva integral z vlnové funkce a
operatoru dané veli¢iny. Do vysledku ohoto vypoctu zna¢nou mérou prispiva symetrie. Nyni si ukdzeme,
jak na to. Celé je to zalozené na jednoduchém tvrzeni.

Véta 2.5.1 Uvazujme funkci fo z bdze {f(n)} se symetrii odpovidagjici reprezentaci I'y. Pokud neni I,
totdlné symetrickd reprezentace, potom je integral pres cely prostor z této funkce f, identicky roven nule.

Tvrzeni této véty plyne z nasledujici tvahy. Pokud neni I', totalné symetricka reprezentace, mohu na
funkci provést operaci symetrie pii které integral zmeéni znaménko, ale systém popsany funkci zlstane
nezménén. Vysledkem integrace je tedy ¢islo, které se rovna své zaporné vzaté hodnoté, coz plati prave
jen pro nulu.

2.5.1 Direktni soudin reprezentaci

Méjme grupu symetrie v reprezentaci F' se souborem bazovych funkci { f1,. .., fim }. Dle méjme analogicky
pro stejnou grupu reprezentaci G se souborem bézovych funkci {g1,...,gn}. Obé& reprezentace mohou
mit rtznou dimenzi (m # n). Transformace funkci obou bézi pfi plisobeni operatort prvki symetrie
muzeme vyjadiit pomoci transformac¢nich matic. Pro zvolenou operaci symetrie R je tato matice rp pro
reprezentaci ' a rg pro reprezentaci G. Direktni soucin obou reprezentaci, J = F ® G, definuje novou
reprezentaci J, pro kterou plati:

xs(R) = xrec(R) = xr(R)xa(R). (2.14)

Pritom plati, Ze matice reprezentace J lze ziskat tenzorovym soucinem matic, ry = rp ® ra.

Na zakladé téchto vztaht je mozné spocitat direktni soucin reprezentaci a vysledou reprezentaci pak
rozepsat na direktni soucet zastoupenych NIR. F G =11@---d T,

Véta 2.5.2 Direktni soucin dvou ireducibilnich reprezentaci I', ® I'g obsahuje ve svém rozkladu totdine
symetrickou reprezentaci Ay tehdy a jen tehdy, pokud jsou obé reprezentace vici sobé vzdajemné komplexné
sdruZené, I'q =1';.
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Pri vypoctu kvantové-mechanickych stfednich hodnot veli¢in se pocita integral z operatoru dané
veli¢iny. Napfiklad pro energii je jim hamiltonidn. Tento integral ma tvar:

/ Vi Fip dr. (2.15)
1%

Jednotlivé ¢leny integralu odpovidaji symetrii reprezentacim I',, I'r a I'g. Pro vypocet hodnoty integralu
vyuzijeme symetrii. Soucin funkci dava jako vysledek funkci se symetrii I', kterou mtzeme rozepsat,

FZFZ@FF(X)FQZFlEBFQEB....

Pokud v rozkladu reprezentace T je i totdlné symetrickd A; mize (ale nemusi) byt vysledny integral
nenulovy. Obracené, pokud v rozkladu integrované funkce A; chybi, je naprosto jisté, ze vysledny integral
musi byt identicky nulovy diky symetrii.

Symetrie ndAm umoziiuje si zjednodusit vypocty kvantové-mechnickych integrala diky tomu, Ze u nék-
terych rovnou urc¢ime nulovy vysledek. U jinych integrala si alespon zvolime spravnou miniméalni bazi
funkci, kterd odpovidaji symetrii feSeného problému.

2.5.2 Normalni vibrace a normalni soufadnice

Vibrace se predpokladaji v harmonické aproximaci, kdy muzeme vyuzit znamého feSeni kvantového har-
monického oscilatoru. Reseni je obdobné pro molekuly i pro pevné latky. Energii kmitédni na frekvenci
w je mozné zapsat jako E, = (n + 1/2)hw. Kvantové ¢islo n uréuje obsazeni daného vibra¢niho mdédu.
V kap. 6 zavedeme oznaceni, Ze v litce mame n fononud s frekvenci w. Pro toto zavedeni bude nutné
znormovat amplitudy vibraci tak, Ze je vynasobime odmocninou z hmotnosti daného kmitajiciho atomu.
Potom bude prispévek ke kinetické energii vSech atomu zaviset pouze na znormované souradnici. Nakonec
bude jesté nutné provést diagonalizaci hamiltonidnu, aby byly jednotlivé vibra¢ni médy vzajemné neza-
vislé. Tomuto postupu se fikd pfechod k normélnim soufadnicim. Celkovou kinetickou energii ulozenou
v kmitech krystalu je potom mozné spocitat jako prosty soucet energii vSech vibra¢nich médi.

Pfi vypoctu energie molekuly s N atomy, pracujeme s 3N stupni volnosti. Z nich 3 stupné pfipadaji
na translaci, 3 na rotaci (u linearnich molekul 2). Zbytek 3N — 6 jsou vibrace (respektive 3N — 5). Pro
translace a rotace by nam vysly nulové frekvence pohybu. V pevnych latkach se stupné volnosti ptivodniho
transla¢niho pohybu uplatiuji v periodickych mezimolekulédrnich pohybech jako mezimolekularni vibrace.
Jde o vibrace prenasené mezi jednotlivymi elementarnimi bunikkami v periodické mfizce. V pevnych latkach
mame tim padem 3N vibrac¢nich stupna volnosti, kde N udava pocet atomu v elementarni burice.

Podivejme se nyni na klasicky a kvantovy popis vibraci. Potencial V', kterym se ovliviiuji dva kmitajici
atomy «, 3, lze jisté zapsat pomoci harmonické aproximace,

1
V=3 Zkzinijﬂ.
i
Je to vlastné prvni nenulovy ¢len Taylorova rozvoje, nebot konstantu mohu polozit rovnou nule a linearni

¢leny musi byt v minimu nulové. Tenzor k;; popisuje silové konstanty. Kinetickou energii vybraného atomu
« zapiSeme jako

1 .
T =M, ;Rfa.

Provedeme piechod k vaZzenym soufadnicim, &, = vV MyRio. Tim ndm ze zapisu energii zmizi hmot-
nosti. Abychom dostali nezévislé harmonické oscilatory, musime diagonalizovat hahiltonian s klasickymi
soufadnicemi &; a prejit k soufadnicim kvantovym Q;. Tyto normdini souradnice ndm umoznuji vyjadiit
hamiltonian celé molekuly jako soucet nezavislych harminickych oscilatort, kde jsou pouze kvadraty této
soufadnice v potencidlu a kvadraty derivace v kinetické energii. ProtoZe se nam tam nemotaji hmotnosti,
muzeme zaspat soucet ¢lend do sumy pres jednotlivé stupné volnosti.

p2 3N=6 4 1 3N=6

Hvib:_2 Z W—Fg ZMEQ?
1 9

1= =1

Klasickym feSenim by byly samozfejmé harmonické funkce, & = A; sin(w;t+b), kde A; a b jsou ampli-
tuda a faze vibraci v ¢ase t s frekvenci w;. Kvantové musi pro kazdy vibra¢ni mdéd platit Schrodingerova
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rovnice, H;x; = E;x;. Protoze TeSeni je zndmé, lze to celkové rovnou zapsat,

3N—6 3N—6 3N—6
Ban= Y Bi= Y (ni+1/hwi,  xu= ] xi(Qi)
i=1 i=1 =1

Kvantovéa ¢isla n; urcuji obsazeni jednotlivych vibra¢nich médda.

2.6 Symetrie ve fyzice

Symetrie je ustfednim pojmem védy, ktery se prolina fyzikou, matematikou a geometrii. Zkoumany jev
nebo vlastnost méa urcitou symetrii, pokud na tento objet mohu pouzit urcitou operaci symetrie, ale na
daném objektu se to neprojevi zadnou pozorovatelnou zménou. Symetrie se projevuje v mikrosvété, kde
nam umoznuje popsat tfeba polohy atomut v krystalické mtizce, ale také vnit¥ni strukturu ¢astic, kterou
popisuje v kvantové mechanice vlnova funkce. Kdyz se posuneme k makroskopickym objekttim, obvykle
vidime jisty stupen symetrie mezi levou a pravou stranou lidského téla, nebo v rozlozeni objektd v nasi
Galaxii. Nicméné tato symetrie je pouze CasteCnd dana néjakym zakladnim principem, ale je patrny i
urcity stupenn ndhodnosti ¢i chaosu. Symetrie dava pozorovateli tendenci vnimat pozorovany objekt jako
krasny, ale jistd nedokonalost tento objekt zlidstuje.

Ve fyzice je zajimava symetrie védeckych pojmut a teorii. Pokud ma byt néjaka teorie, popisujici
nasi realitu, uvéritelna, musi mit tato teorie urcéitou symetrii. Musi byt svym zptsobem krasna. Lapi-
darné feceno, teorie, kterd plati pouze v pondéli a jindy ne, neni dobra teorie. Symetrie ndm tedy ¢asto
umoznuje kriticky nahlizet i na disledky, které néjaka teorie predpovida a urcit omezeni jeji pouzitelnosti
a spravnosti.
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Cy|I Cy|| 1D 2D
All 1| zR, 22, y%, 22, xy
B |1 1|y R:, Ry | w2,yz

CS I Op 1D 2D
A1 1|z R |22 y? 2%y
A" |11 —1|| 2Ry, Ry | z2,y2

C; |1 7 || 1D 2D
9|1 1| Ru,Ry,R.|2?,y% 2% xy,x2,yz
|1 =1 z,y,2

Con|I Cy i o] 1D 2D

A RZ x25y2’z27$y
B, |1 -1 1 —-1||R;,R,|22,yz

A, |1 1 -1 -1}z
B, -1 -1 1) x,y
D2 1 OQ(Z) Og(y) CQ(JU) 1D 2D
Cop | I Cy oy(xz) o0,(yz) 1D 2D
A/A; |1 1 1 1 z 22,2, 22
Bi/As |1 1 -1 11| z;R. | R, Ty
By/By |1 -1 1 1|y Ry |2 Ry | x2
Bs/By | 1 -1 -1 1| z;R. | y; Ry | yz
Ds | I 2C; 3C, || 1D 2D
Cso | T 205 30, 1D 2D
A |1 1 1 z 2 4+ y?, 22
Ay |1 1 -1} z;R, R,
E |2 -1 0 (2y);(RRy) | (2,9); (Bay Ry) | (2% — y*, 2y); (22, y2)
ng I 203 302 7 256 30‘d 1D 2D
Ay |1 1 1 1 1 1 x? 12 22
Al 1 -1 1 1 —1|R.
E, |2 -1 2 -1 0| (R, Ry) | (2% — y% 2y), (x2,y2)
A1 1 1 -1 -1 -1
Ay | 1 1 -1 -1 -1 11z
E.|2 =1 0 -2 1 0|(zy

PO. 2.1: Tabulky charaktera ireducibilnich reprezentaci nékterych bodovych grup. Dvojita svisla cara
oddé€luje na pravé strané uvedené funkce spliujici symetrii dané NIR. Symbol & predstavuje polarni
vektor a symbol R axiélni vektor. Ve 2D je chovani radialnich a axiilnich tenzort stejné. Tabulky
dalsich grup lze nalézt napi. na webu: http://symmetry.jacobs-university.de/
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h, tad grupy
G- {,L—G:F} «— R, typicky prvek grupy

tiidy > pr=h
=

\\~\ /"' =l
C3, (20y

tot. sym. rep.

(3o,
Iy A
3 NIR Iy Ao t
1—\3 E (Z - ]., . ,t)
t
n; = xi(I) (k=1,...,1)

Xi(R) = TI‘Dz‘(R)|

fad matice, dimenze (n X n)

NIR: T;—— {D(I),D(a),D(b),...} jlng _h

(2

1-ta irecucibilni reprezentace

PO. 2.2: Souhrn syntaxe pouzivany v této kapitole na ptikladu tabulky charakteri.
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Crystal Holohedral Bravais Crystal Number of space
system group lattice class groups
triclinic C; 1 P (o] 1 1
C; 1 1
monoclinic Cap % p bfc C'y 2 1
Cs m 2
Cop 2 4
rhombic Doy %%% p bfc be fc Do 222 4 2 2 1
Coy 2mm 10 3 7 2
Dy 2221 16 4 6 2
trigonal Day 32 p Cs 3 4
Ss 3 2
D3 32 7
Czy 3m 6
Dy, 3% 6
tetragonal Dy %%% p be Cy 4 4 2
S4 4 1 1
Can A 4 2
Dy 422 & 2
Cliy 4mm 8 4
Dyy  42m 8 4
Dy 2212 16 4
hexagonal Dgp, % % % p Cg 6 6
Can 6 1
Con £ 2
Dg 622 6
Cou 6mm 4
Dgy, 6m2 4
Du $22| 4
cubic o, 432 p be fe T 23 2 21
T 23 3 2 2
o 432 4 2 2
Ta 43m 2 2 2
Oy %3;?; 4 2 4

PO. 2.3: Rozpis bodovych grup symetrie pro jednotlivé krystalografické soustavy. Upraveno z webu

MUNI.cz: http://mineralogie.sci.muni.cz/
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2.7 Piiklady

Pr. 2.2: Vzajemné vztahy mezi prvky grupy bodové symetrie: Vypoditejte nasledujici mocniny
prvki bodové symetrie: a) C”, b) Co™ %, ¢) o~ 1, d) 02, e) S, f) Si, g) i~', h) 2.

Pr. 2.3: Multiplika¢ni tabulky malych grup: Sestavte multiplikacni tabulky grup do fadu h = 4.
Ukazte, ze jsou tyto grupy abelovské neboli komutativni.
Néapovéda: Prvky grupy musi zac¢inat identitou I a teprve potom nésleduji dalsi prvky {a,b,...}

P¥. 2.4: Inverzni prvek: Pov§imnéte si, Ze pro matice reprezentace (2.2) plati R~! = RT. Provéite
toto tvrzeni a odivodnéte, proc¢ to tak musi byt.

Pr. 2.5: Ortogonalita radku transformacnich matic: Vyberte nékolik pfikladi z matic reprezentace
(2.2) a provéite vztah ortogonality fadka a sloupci.

Pi. 2.6: Symetrie benzenu:* Molekula benzenu odpovida symetrii grupé Dgj,. Rad této grupy je
24. Najdéte vSechny prvky symetrie této grupy, urcete 12 t¥id a sestavte tabulku charaktert s vyuzitim
vlastnosti symetrie NIR.

Napovéda: Pro h = 24 a t = 12 je jen jediné feseni véty 2.2.2: 24 = 8- 12 + 4 - 22,

Pi. 2.7: Hybridizace uhliku:

Najdéte symetrizované vlnové funkce uhliku pro pfipad molekul: A) 1D linedrni molekulu CO4, B) 2D
plo$né uspofadani vazeb v tuze CHs, C) 3D uspofadani diamantu CHy.

Népovéda: Jde o orbitaly sp hybridizace, sp? hybridizace a sp® hybridizace.

Pr. 2.8: Direktni soucin reprezentaci vody: Pro molekulu vody se symetrii Cs, najdéte soucin
reprezentaci As ® By.

Pr. 2.9: Potencial vibrace vody: Odhadnéte, jak by mél vypadat potencial pro vibrace molekuly

vody Aj,vs podle obr. 2.4. Uvazujte vibrace, které prekracuji pfipad protaZeni molekuly do linedrniho
tvaru.
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Lauegram krystalického vzorku

e — S — . ~q

e ¥ . 5 : - . ’ : I: B ; e ’
; L1 " w : * N . # P n ! - ) P "
. . "‘ - ..‘ - ) _ ; . - L ] . i
| ' eacil ' | , :
4." = - L & " " : JI
* LI AlFe e D=4 ['ica ALFe D=2¢p%
LiCaAlFg, trigonalni LiCaAlFg, trigondlni krystal,
krystal, trojéetna osa trojéetnd osa rovnobézna
kolma K roviné snimku s rovinou snimku (svisla)

© Jiii Hybler, Fyzikalni tstav AV CR, Praha. Pievzato z webu XRAY:
http://www.xray.cz/kryst/difrakce/hybler/monokrystal.htm

Debyegram nebo difraktogram praskového vzorku

Prevzato z webu XRAY: http://www.xray.cz/kurs/

Dalsi uzite¢né odkazy:
http://www. jcrystal.com/steffenweber/JAVA/jlaue/jlaue.html
http://cst-www.nrl.navy.mil/lattice/
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Kapitola 3

Difrakce na krystalu, reciproka
miizka
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Pokud na krystal dopadé optické zafeni ve viditelné oblasti (typicky 5 000 A), je atomarni struktura
materidlu (2-3 A) pod rozliSovaci schopnosti této viny. Pro odrazenou a proslou vlnu plati tedy standardni
zakon odrazu a lomu. Prostiedi se jevi jako homogenni, popsané danym indexem lomu.

Pokud je pouzito tvrdé rentgenové zafeni, které ma vlnové délky v rozmezi od 0.2 A do 2 A, potom je
vlnova délka mensi nebo srovnatelnd s miizkovou konstantou. V tomto pfipadé se $iri difraktované viny
ve smérech zcela odlisnych od sméru dopadu.

3.1 Krystalografie pomoci riznych svazki

Jaké ¢astice jsou tedy vhodnymi kandidaty na studium krystalové struktury? Dualita castic a vinéni
v pripadé svétla znamend, Zze v zavislosti na uspofadani experimentu a na zptisobu pozorovani mizeme
svétlo popisovat bud jako vinu, nebo jako diskrétni kvanta energie, ¢astice — fotony.

Fotony: rentgenové paprsky interaguji s elektrony.

_ 27he 2mhe 12.4

A= tj.  AA] =

E A ~ eEleV]’ ~ ElkeV]’

U téchto vzorci se energie Castice zadava v jednotkach elektronvolt, kladné vzaty elementarni néboj
elektronu e = 1.602 189 2 x 107! C.

Neutrony: nemaji naboj, interaguji s magnetickymi momenty elektront a jsou tedy vhodné pro struk-
turni analyzu magnetickych krystalti. V nemagnetickych materidlech interaguji s jadry. De Broglieova
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vlnova délka'! hmotné &éstice je dand vztahem p = 27h/\. Piipometime hmotnost neutronu, M, =
1.674 927 x 1027 kg.

2 2
_p® (27h) . A _ _0-285
E=o, = e W AAT = EleV]

Elektrony: maji ndboj a proto kvili coulombovské interakci pronikaji jen tésné pod povrch studovaného
materidlu. Energie elektronti je dand podobné jako pro neutrony, ale s hmotnosti o 3 faddy mensi, my =

0.910 953 4 x 10730 kg.
12.2

\/E[eV]'

Energetické vztahy jsou pro jednotlivé ¢astice zakresleny v obr. 3.1. Pokud budeme chtit, aby vyse
uvedené Estice mély vinovou délku A = 1 A, potom budeme potiebovat, aby mély nasledujici energii:

MA] =

foton neutron elektron
12.4 keV 0.081 eV 149 eV

10
—— foton, energie v keV

—— neutron, energiev 0.01 eV

5 elektron, energie v 100 eV

2
Os 1
/<
5
2
10™ ,
1 2 5 10 2 5 10

Energie

Obr. 3.1: Zavislost vlnové délky na energii fotonu, neutronu a elektronu.

3.2 Fourierova analyza

K rozptylu rentgenového zareni dochazi na elektronech v krystalu. Hustota elektrontt v periodickém
krystalu musi byt periodickou funkci s periodou danou translacemi o mfizkové vektory. Matematicky to
lze zapsat tak, ze elektronova hustota ztustane stejnd pfi posunu o libovolny vektor mfizkové translace,
n(7+ T) = n(7). Periodickou funkei elektronové hustoty lze zapsat pomoci 3D Fourierova rozkladu

n(f) = Z neg G (3.1)
é

1Louis de Broglie ziskal za objev vlnové povahy elektronu Nobelovu cenu za fyziku v roce 1929.
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Vsechny vektory G , které vystupuji v sumé, lze zapsat jako celociselnou linedrni kombinaci zédkladnich
translac¢nich vektord reciproké mrizky, které jsou definovany takto:

L9 -
by = ‘;T(ag x ds), kde V. = |d;1.d2 X a3, analogicky pro bs, bs. (3.2)

c

Protoze tyto vektory uréuji diky Fourierové transformaci prostorové frekvence, je jejich jednotkou m~!.
S danou krystalovou strukturou jsou tedy svazany dvé mfizky. Pfimé mfizka je definovana transla¢nimi
vektory di, do, d3 a popisuje rozlozeni atomu v krystalu. Reciprokd mftizka definovana transla¢nimi

vektory reciproké miize by, by, b3 ma stejnou symetrii a velmi tizce souvisi s rentgenovou difrakei.

Pro vektory pfimé a reciproké mtizky plati nékteré uzitecné identity:

b = 277(2],
exp[zT Gl=1,

pro libovolny vektor T primé miizky a libovolny vektor G reciproké miizky.

Nyni nas bude zajimat amplituda pruzného rozptylu rentgenového fotonu. Vektor zmény sméru vl-
nového vektoru tohoto fotonu mizeme zapsat jako Ak =K — k. VInovy vektor dopadajicitho zafeni
oznacujeme k a difraktovaného zéfeni k’. Amplitudu rozptylu A zapiSeme jako integral pfes objem krys-
talu s tim, Ze intenzita rozptylu je v kazdém misté imérna hustoté elektront a jednotlivé prispévky
z riznych mist se musi s¢itat s odpovidajicim fazovym faktorem. S vyuzitim (3.1) dostaneme

A(AF) = / v n(r) —Wﬂ“—zng / AV e(G-aR)-7 (3.3)

Integral v sumé odpovida delta funkci 6((? — AE) Vztah (3.3) lze tedy interpretovat tak, ze v idedlnim
krystalu je mozny pruzny rozptyl rentgenového zafeni pouze pod podminkou, Ze zména vlnového vek-
toru dopadajiciho fotonu je rovna néjakému vektoru reciproké miizky G. Amplituda rozptylu v tomto
konkrétnim sméru je pak imérnd slozce Fourierova rozkladu elektronové hustoty, Az = Vixng. V tomto
vztahu Vi oznacuje objem celého krystalu. Podminka pro sméry difrakce ma v tomto pripadé tvar

— —

Ak=F —-k=03G. (3.4)

Tuto podminku muzZeme fesit efektivni geometrickou konstrukci, ktera se podle jejiho autora oznacuje
jako Ewaldova konstrukce.

3.3 Zakony rozptylu, difrakéni podminky

3.3.1 Bragguv zakon

Uvazujeme odraz na rovinach krystalu, které jsou umisténé pod sebou ve vzdalenosti d. Ke konstruk-
tivni interferenci odrazi z jednotlivych rovin dojde, pokud se budou jednotlivé odrazy k sobé pri¢itat
konstruktivné ve fazi, t.j. pokud budou vzajemné zpozdéné o celodiselny nasobek vinové délky A. Tuto
geometrickou podminku lze zapsat ve tvaru Braggova zakona®:

(PO. 3.1: Geometrie Braggova zakona)

2dsin @ = n, n=12 ..., (3.5)

kde 0 oznacuje tthel dopadu a d je vzdélenost krystalovych rovin. Vzdélenost sousednich rovin (hkl) lze
spocitat z velikosti odpovidajicitho vektoru G v reciprokém prostoru,

2 — - — —
d(hkl) = |C§|, kde G = hby + kby + Ubs. (3.6)

Diikaz tohoto vztahu je fesen v pi. 3.2 na konci této kapitoly.

2Sir William Henry Bragg a jeho syn William Lawrence Bragg ziskali za tuto metodu uréovani krystalové struktury
pomoci rentgenového zareni Nobelovu cenu za fyziku v roce 1915.
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3.3.2 Brillouinuv zakon

Uvazujeme-li, ze dopadajici foton s vlnovym vektorem k se odrazi pruzné, potom bude mit jeho vinovy
vektor stale stejnou velikost, ale odlisny smér. Plati tedy |k’| = |k|. Dosadime-li do této rovnosti podminku

difrakce k' = k — G, dostaneme?®:

- =

k% —2k.G + G? = k? = 2k.G = G2.

Ef = (C;)Q (3.7)

VInové vektory dopadajicich fotont E, které splnuji tuto podminku, pfedstavuji hranici tzv. Brillouinovy
zony (BZ) v reciprokém prostoru. Tuto BZ muZeme sestrojit tak, Ze v poloviné kazdého vektoru reciproké
miizky G sestrojime kolmou rovinu. Brillouinovo vyjadfeni zdkona rozptylu lze prevést na Braggovo
s vyuziti rovnosti (3.6).

(PO. 3.2: Brillouinovy zény Ctvercové miiZe),

(PO. 3.3: Zaplnéni reciprokého prostoru 1.BZ),

(PO. 3.4: Model prvni Brillouinovy zény FCC m¥izky).

Odtud dostaneme Brillouiniv zakon

3.3.3 Laueho podminky pro rozptyl

Posledni vyjadfeni téhoz zakona rozptylu je mozné zapsat pomoci Laueho rovnic*. Tyto rovnice odvodime
tak, Ze vektorovou rovnost (3.4) vynasobime skaldrné bazovymi vektory miizky.

@ - Ak = 27h,
@ - Ak = 27k, (3.8)
_’3 . AE = 2ml.

Reseni difrakce pak odpovida splnéni vSech ti1 uvedenych podminek soucéasné.

3.4 Experimentalni difraké¢ni metody

K difrakci mize dochazet pouze, pokud je polovina vinové délky mensi nez vzdalenost rovin v krystalu,
A/2 < d. Zéznamy typického lauegramu a debyegramu, které jsou diskutoviny v této sekci, byly uvedeny
na uvodnim obrazku k této kapitole.

Intenzita

M A]

Obr. 3.2: Schéma Laueho difrakéniho uspofadéni. Krystal (zeleny) je umistén na goniometrickém drzdku
s naklony. Rentgenovy svazek se spojitym spektrem je oznacen cervené. Modfe zobrazené fotografické
desky umoznuji ziskat lauegram na prichod nebo na odraz.

3Volba znaménka je opaéna proti (3.4). Znaménko si mizeme zvolit, nebot pokud je G vektor reciproké mrizky, tak -G
je také vektor reciproké miizky.
4Max von Laue ziskal za tento vyzkum Nobelovu cenu za fyziku v roce 1914.
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3.4.1 Laueho metoda

Touto metodou se zkouma monokrystalicky vzorek pomoci dopadu kolimovaného svazku se spojitym spek-
trem v oblasti 0.2 A az 2 A. Lze sledovat priichod i odraz na rovinném zéznamovém médiu, viz obr. 3.2.
Krystal vybird sméry (odraz na rovindch symetrie) a vlnové délky, pro které je splnéna difrakéni pod-
minka. Tato metoda se pouziva pro presnou orientaci krystalt. Teoreticky se da predpovédét rozmisténi
difrakénich maxim v lauegramu geometrickou metodou (PO. 3.5: Ewaldova konstrukce lauegramu).

3.4.2 Metoda rotujiciho krystalu

Pri této metodé se pouziva monokrystalicky vzorek a monochromaticky svazek s jednou vlnovou délkou
A. Vzorkem se otaci kolem pevné osy kolmo na smér paprski. Svazek je difraktovan, pokud dojde pii
otaceni ke splnéni Braggovy rovnice. Geometrické uspotadani je schematicky znézornéno v obr. 3.3.

—
_.e:@:
=y

Obr. 3.3: Schéma uspofadani méfeni difrakee s rotujicim krystalem. Krystal (zeleny) je umistén na rotuji-
cim drzéku v ose vélce, na kterém je zevnitf rozlozen zaznamovy film (zobrazen modie). Monochromaticky
rentgenovy svazek je oznacen Cerveneé.

Intenzita

0‘1 2‘3
AA]

3.4.3 Debyeova-Scherrerova praskova metoda

Tato posledni metoda pouziva pragkovy vzorek® a monochromaticky svazek. Pragkovym vzorkem se miize
navic jesté rotovat. Splnéni Braggovy podminky pro jednu vlnovou délku a zcela nahodny smér orientace
krystalu odpovid4 difrakci ve sméru kuzelovych ploch s thlem odklonu 260 od osy svazku.

Intenzita

0 1 2
AA]

Obr. 3.4: Schéma usporadani méreni difrakce Debyeovou-Scherrerovou praskovou metodou. Prasek krys-
talu je umistén v tenkosténné kapilafe (zelend). Zaznamovy prouzek filmu (zobrazen modfe) je umistén
na sténé valce. Zaznamenany debyegram je sloZen z difrakénich kruZnic s poloméry danymi geometrii
usporadani. Smér priuchodu monochromatického rentgenového svazku je oznacen Cervené.

5Praskovou metodu difrakce vypracovali Peter Debye a jeho doktorand Paul Scherrer. Za tento vyzkum ziskal P. Debye
v roce 1936 Nobelovu cenu za chemii.
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3.5 Fourierova analyza baze a strukturni faktory

Je-1i splnéna difrakéni podminka Ak =G pro néjaky konkrétni vektor Ci je amplituda rozptylu podle
(3.3) dané
Ag=N / AV () T = NS, (3.9)
buka

Rozptyl na krystalu sloZzeného z N bunék je N ndsobkem strukturniho faktoru Sz, coz je piispévek od
jedné elementarni bunky. Pokud kazda elementarni bunka obsahuje s atomii baze, mizeme elektronovou
hustotu v builce zapsat jako sumu piispévki od jednotlivych atoml na pozicich 7; takto,

n(i) = 3 (= 7).

Strukturni faktor daného krystalu pak mtzeme spocitat z geometrie usporadani jednotlivych atomi
baze jako

Sq = ij e_lé'ﬂ', kde f; = /dV n;(p) A (3.10)
j=1

je atomouvy rozptylovy faktor a pri jeho vypoctu se integruje pres elementarni buritku v relativnich sou-
fadnicich p' s pocatkem v tomto j-tém atomu. Atomovy rozptylovy faktor je fakticky charakteristikou
daného atomu a v prvnim pfibliZzeni odpovida poétu elektronti daného atomu. Casto je vyhodné zapsat
strukturni faktor S5 pomoci relativnich soufadnic atomt béaze 7; = ({d; + nd2 + (d3) a danou krystalo-
vou reflexi zapsat pomoci indext pfislusné krystalové roviny (hkl). Vyraz (3.10) se potom zredukuje na
geometrickou sumu v bezrozmérnych jednotkach

N Z fi e Eh ke, (3.11)

Jj=1

3.5.1 Strukturni faktory kubickych mtizek

Vysledkem studia strukturnich faktord dané mfizky se daji odvodit vybérova pravidla, popisujici, ktera

vvvvvv

atomu do baze krystalické struktury dojde ke zhaSeni nékterych difrakénich sméra.

Jako exemplarni piiklad se da vy¢islit strukturni faktor pro elementarni mfizku BCC. V tomto pfipadé
ma elementarni buitka dva atomy (s = 2). Prvni leZi v poc¢atku (¢ = n = ¢ = 0) a druhy ve stfedu krychle
(¢ =n = ¢ = 1/2). Rozptylovy faktor obou atomt je identicky (f = fi1 = f2), a proto se vztah (3.11)
zjednodusi na

Sy = f {1 + e—m(h—i—k-&-l)}.
Pro mfizku BCC je tedy S = 0 pro (h+ k +1) liché a S = 2f pro (h + k + 1) sudé &islo.

Obdobné se da postupovat i pro mrizku FCC. Tady vyjde, ze nenulové difrakéni fady jsou pouze
pripady, kdy jsou {h, k,{} bud vSechny liché, nebo vSechny sudé.

Pro diamantovou miizku je to jesté slozitéjsi. Bud jsou indexy {h,k,l} vSechny liché, nebo jsou
vsechny sudé, ale musi soucasné platit i to, ze jejich soucet je délitelny Ctyfmi.

Chovani difrakce riznych miizek si lze prohlédnout napt. pomoci programu WinWulff nebo WinLaue
z webu: http://www. jcrystal.com/.
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Bragguv zékon
72dsin(d) =n\”

\ “ tihel rozptylu 8 = 30° /

PO. 3.1: Braggtiv zdkon rozptylu na krystalu. Cerné tecky oznacuji polohy atomii v miizce.
Rentgenovy svazek se odchyluje od ptuvodniho sméru o thel 26.
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1.BZ 2Bz | [ 3Bz | [ 4Bz | [ 5BZ |

AN \ %/
- _ S -
>~ ' >
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PO. 3.2: Sestrojeni Brillouinovych zén ¢tvercové 2D mriizky. Miizkové body reciproké miizky jsou
oznaceny Cervenymi teckami. Hranice BZ lezi na kolmici v poloviné spojnice dvou mfizkovych bodi
reciproké miizky.
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FCC
jednotky (27/a)

PO. 3.3: Zaplnéni prostoru pomoci opakovani prvni Brillouinovy zény kubické struktury FCC.
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PO. 3.4: Nakresy Brillouinovych zén pro kubocné miizky BCC a FCC (nehote). Model 3D
Brillouinovy zény ke kubické struktuie FCC si lze poskladat z vystiihovanky dole.
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b)

PO. 3.5: Metoda konstrukce sméri difrakénich maxim lauegramu podle P.P. Ewalda. Body znaci
reciprokou mfizku a jejich vzdalenost odpovida translacnim vektorim reciproké miizky. Rentgenovy
svazek je pii Laueho difrakci Sirokospektralni, ale kolimovany. VIinovy vektor k vychézi danym smérem
ze zvoleného bodu A. Pro nejkratsi vinovou délkou je zobrazen modie a pro nejdelsi vinovou délku
¢ervené. Po difrakci musi vysledny vinovy vektor K lezet ve zluté podbarvené oblasti mezi kruznicemi a
musi zaéinat v nékterém bodé reciproké miizky, napf. v bodé B. Body A a B jsou takto spojeny
vektorem reciproké mfizkové translace G. Uhel odklonu rentgenového svazku pii difrakcei je 26.
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3.6 Priklady

P1. 3.1: Inverze Fourierovy rady: (a) Ukazte, ze koeficienty rozvoje n, periodické funkce n(z) v 1D
splnuji vztah

p=—o0

a
oo
x 1 z
n(x) = n, e 2T aP, n,=— [ den(z)e 2 aP,
W= p= [dznt)
0
(b) Ukazte, Ze ve 3D pfejde tento vztah na analogii trojrozmérné Fourierovy transformace

o 1 o
n(r) = Zné el nG =17 / dV n(F)e T,
C_j (&

buka

Kittel, str. 81, pt. 1

Napovéda: Pouzijte nasledujici dvé identity, které 1ze odvodit pfimou integraci nebo z defini¢nich vztahii:

a
/

/dxezQﬂ'%(p—P/) — 5(29 -bp ) = O,(S(p _p/)7
a
0

61' . gj = 27"61‘]’-

Pr. 3.2: Krystalové roviny: Uvazujeme rovinu (hkl) krystalové miizky. Ukazte, ze
a) vektor reciproké miizky G = hby + kb + lbs je kolmy na rovinu (hkl);

b) vzdalenost sousednich rovin d(hkl) = 27/|G|;

c) pro SC mtizku je d? = a?/(h? + k2 + 1?).

Kittel, str. 82, pr. 2

Napovéda:

as/l

n o UupXuy

Uy

32/k
al/h

Obr. 3.5: Vektor kolmy k roviné lze ziskat jako vektorovy soucin dvou vektord, které lezi v této roviné.

Pi. 3.3: Vztah pfimé a reciproké mrizky:
- 2 R N .
by = — dy X ds, Ve =|ay - da X ds|.
C

Dokazte, ze vektory reciproké k vektorim b jsou praveé vektory d.

Napovéda: Pouzijte vektorovou identitu: @ x (b x &) = b(@ - &) — & - b).
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Pr. 3.4: Objem 1. Brillouinovy zény:

(a) Jaky je objem primitivni reciproké buiiky (1.BZ)? Kittel, str. 83, pt. 5 (b) Pro¢ je 1.BZ k primitivni
buiice krystalu vétsi, nez kdyz si zvolime pro popis neprimitivn{ elementarni buitku? (c¢) S ohledem na
(b), jak se d4 vysvétlit nezavislost difrakénich maxim na vybéru elementarni butiky daného krystalu?

Napovéda:
(2m)°

c

:|51-52X53|:

Pr. 3.5: Reciproka mrizka k variantam kubické mrizky: Naleznéte vektory reciproké miizky pro
primitivni buiiky rtiznych variant kubické mfizky (SC, BCC, FCC)

sc, @ =a(1,0,0), @ =a(0,1,0), @ = a(0,0,1);
BCC? a; = 5(13 1771) y = %(71717 ]-)a 63 = %(17713 1)3
FCC? a; = %(L 170)7 y = %(Oa 1,1)7 C_i3 = %(1,071)
Resent:

SC, b1 = 25(1,0,0), by = 27(0,1,0), b3 = 27(0,0,1);
BCC, by =25(1,1,0), by=25(0,1,1), by = 25(1,0,1);
FCC’ by %(1 1 71) by = Tﬂ—( 1)171) b3 = Tﬂ(]‘ -1 1)

Pr. 3.6: Nejblizsi sousedi: Reciproka mfizka k FCC je BCC. Urcete pocet a polohu nejblizsich bodu
T" v sousednich BZ. Najdéte hranici BZ v daném sméru. S tim souvisi tvar 1.BZ ve 3D, ktery je zobrazen
na (PO. 3.3: Zaplnéni reciprokého prostoru 1.BZ).

Regeni: 8 bodit v télesovych thloptickach G = 27 (+1,+1,+1), TL = |G| = /3.
Dalsich 6 bodi v oséch, napt. G = by + by = 27’“(2,0,0), X = %|C3| = %T’T

Pr. 3.7: Rozptyl na vodiku: Zakladni stav atomu vodiku je dany 1s funkci atomarniho orbitalu (1.4).
Hustota elektront je dana kvadratem této funkce:

n(r) = [ip1s(r)|* = (maiy) ™" exp(—2r/ap),

kde ap je Bohrtv polomér. Odvodte vztah pro atomovy rozptylovy faktor fq. Kittel, str. 84, pr. 9

Reseni:
oo ™
fo = /dV 13 e—2r/a]3 e—zé-F: 27; dr r2 e—zr/aB /da sinaq e—*Greosa
Tay, Tag,
0 0
o) 1 o]
2 4
= —3/drr2 e 2r/as /d{ e 0T = 3 /drrefzr/“B sin(Gr)
ag Gay,
0 1 0
4 4Ga} B 16

T Gal (4+ G232 (4+ GPad)?

Pro malé vektory G je rozptylovy faktor blizky jedné, nebot vodik m4 jeden elektron. S rostoucim vek-
torem G rozptylovy faktor klesd, fq oc G4

P¥. 3.8: Krystalografie praskového india: Pomoci rentgenového zafeni s A = 2 A zkouméame pragek
india (tetragondlni prostorové centrovana miizka, a = 3.244 A, c=4.938 A) Spocitejte thly, pod kterymi
se odklangji kuzely difraktovaného zafeni (26).

Napovéda:

elementérni, (a,0,0), (0,a,0), (0,0, ¢);
primitivid, a1 = (3,3, -5), @2 =(-3,5.5), =[5, -5 5);
reciprokd, b1 = 22(c,¢,0), b= 2(0,c,0), b= 2E(c,0,0),

Objem elementarni bunky V.= 7a c. Rozptylovy zakon sinf = % |é |
Pro smér [100], G = b; dostaneme 6§ = 25.8°.
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Pro smér [010], G = by dostaneme 6 = 21.6°.

Obecné pro G = hby + kby + by vyjde tihel sin@ = 2,/ 402 (thf)Q 4+ kD2

2 a? c2

Pro dalsi roviny s vy$$imi indexy dostaneme jesté vétsi ahly difrakce (viz obr. 3.6):
6(110) = 45.9°, 0(020) =47.5°, 6(200) = 60.7°, O(111) = 74.0°.

Roviny krystalu india
o
..‘_.;;:7 777777777 P ‘ . . ,:Jff, __________
; e ;'
e e
o P

(110)

Obr. 3.6: Krystalova struktura india: elementarni bunka je ¢tvereéna prostorové centrovand, vektory
primitivni mfizky jsou znaceny modfre. Indexy krystalovych rovin jsou vztazeny k primitivni bunce.
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Seznam pouzitych symbolii

V nasledujicim seznamu je uvedeno znaceni velicin a zkratky pojmi, které se v textu castéji pouzivaji.
Velikost fyzikalnich konstant je uvedena s takovym poctem platnych cifer, Zze chyba je mensi nez polovina
posledni cifry. Vétsina uvedenych fyzikalnich konstant je dnes definovana presné, a tato presnd hodnota
slouzi k zafixovani vzajemného pomeéru fyzikalnich veli¢in. Volba fixovacich konstant byla zvolena s ohle-
dem na maximalni kompatibilitu s pfedchozi definici. Zdrojem konstant je seznam z webové stranky NIST
(National Institute of Standards and Technology) [21], coZ je instituce, kterd ma zajistovat dostupnost
aktudlnich informaci o vSech fyzikalnich konstantach. Na téchto strankach je zaznamenan i historicky
vyvoj v této oblasti.

Symboly v latince

znacka popis
1D jednodimenzionalni, jednorozmérny
2D dvoudimenzionalni, plosny
3D trojdimenzionalni, prostorovy
X,¥,% osy kartézského souradnicového systému
a miizkova konstanta 1D, ¢tvercovych nebo kubickych mfizek
ap Bohriv polomér, ag = 0.529178 A
Gex polomér excitonu
A, plocha magnetické orbity v k-prostoru
ay,ds, ds elementarni mfizkové vektory
51, 52, 53 elementarni mrizkové vektory reciproké mrizky
G amplituda rozptylu
A vektorovy potencial
B vektor magnetické indukce
¢ rychlost svétla ve vakuu, ¢ = 299792458 m/s (pfesné)
Cp silové konstanty
? tuhost
cr operace symetrie n-Cetnd osa rotace zopakovana m-krat
Cy,cy tepelna kapacita, mérna tepelné kapacita
d vzdélenost krystalovych rovin
D degenerace Landauovy hladiny
D., Dy, difuzni koeficient elektront, dér
D vektor elektrické indukce
D hustota stavi
e Eulerovo ¢islo, e = 2.718 281 828
e element4rni naboj, e = 1.602 176 634 x 101 C (piesné)
eV elektronvolt, energie, kterou ziska elektron piechodem potencidlu 1 V
D elektrické pole
E energie
Ea energie zakladni hladiny jednoho atomu
E.(k),E,(k) vodivostni a valen¢ni energeticky pas
E, §itka zakadzaného pasu
Fyon kohezni energie krystalu
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s

Fermiho energie

f statistické rozdéleni (napf. frp, fBE)

fi atomovy rozptylovy faktor

F sila

Fy tenzor napéti

G miizkovy vektor reciproké miizky (celo¢iselnd kombinace vektorii 5)

h redukovana Planckova konstanta, i = 1.054 572613 x 10734 Js
Planckova konstanta, 27rh = 6.626 07515 x 1073% Js (presné)

H hamiltonian

H hamiltonian jednoho atomu

H vektor magnetické intenzity

2 imaginarni jednotka (: = v/—1)

) operace symetrie inverze

1 operace symetrie identita; nebo proud

f hustota proudu

J tok, proud

kg Boltzmannova konstanta, kg = 1.380649 x 10723 J/K (presné)

vlnovy vektor (elektronu, ¢asto vybrany z 1.BZ)

vlnovy vektor v rozsifeném pasovém schématu

stfedni volna draha

délka vzorku

difuzni délka elektronti, dér

Lorentzovo ¢islo

hmotnost elektronu

klidova hmotnost volného elektronu, mg = 0.910938 370 x 10~ kg
efektivni hmotnost nosice v pasu

Me, Mp, efektivni hmotnost elektront, dér

hmotnost atomérniho jadra

klidovd hmotnost neutronu, M,, = 1.674 927498 x 10~ kg
koncentrace elektront

opticky index lomu

pocet elementarnich bunék krystalu

Avogadrova konstanta, Ny = 6.022 14076 x 10?3 mol~! (piesné)
koncentrace akceptori, resp. donori

hustota dér v polovodici

miizkové sumy Z; p;jﬁ a Z; p%m

hybnosti elektronu

hybnosti jadra

* O

Sﬁﬁh;b‘Nwm
ﬁh

SRS

5
5

<
o
~

faol ’Ulﬁlgﬂ °
3
<

vektor polarizace

naboj elektronu ¢ = —e, resp. naboj diry ¢ = e

naboj kationtu (aniontu) v soli

vlnovy vektor fononu

absolutni termoelektricka sila

polohovy vektor elektronu

Wignertv polomeér, polomér koule s jednim valen¢nim elektronem

~

ﬂl(Q’Ql@"Ql

=
®»

polohovy vektor atoméarniho jadra
H Halltv koeficient
Ry Rydberg, energie zékladni hladiny atomu vodiku, Ry = 13.6056726eV
Rex excitonovy Rydberg
§ spin
S
S,

jsviias]]

element plochy
n plocha magnetické orbity v redlném prostoru
S operace symetrie n-Cetna nevlastni osa rotace zopakovana m-krat
Sg strukturni faktor

? poddajnost
t cas
T teplota
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Tr Fermiho teplota

T miizkovy translaéni vektor pfimé miizky (celo¢iselnd kombinace vektort @)
Upy vektor vychylky atomu z rovnovahy

uj periodicka ¢ast Blochovy vinové funkce

U potencial pro elektrony

Ux koeficienty rozvoje potencialu

V potencial jader

U vektor rychlosti

U, Ug fazova, resp. grupovéa rychlost

Vo difuzni potencial p-n prechodu

Ve, objem elementarni bunky krystalu

Vek objem celého krystalu

w, Wo sitka oblasti prostorového naboje p-n prechodu
W; pravdépodobnost prechodu do stavu j

z pocet nejblizsich sousedu v miizce

Z atomové c¢islo

z* valence

Symboly v recké abecedé

znacka popis

« Madelungova konstanta; silova konstanta nejblizsich sousedt
8 prevracend hodnota souéinu Boltzmannovy konstanty a teploty, 8 = 1/kgT
) Diracova J-funkce

dij Kroneckerovo delta

€ij tenzor malé deformace

€ relativni dielektrickd konstanta (permitivita)

€0 permitivita vakua, g = 8.854 18781 x 10712 F/m

€,0 parametry Lennard-Jonesova potencidlu inertnich plynt
0 Bragguv thel rozptylu

(C] Debyeova teplota

A vlnova délka svétla; tepelna vodivost

AB magnetickd délka elektronu

" chemicky potencial

1o permeabilita vakua, po = 47 x 10~7 H/m

Lhes [h pohyblivost elektront a dér

UB Bohriiv magneton

T Ludolfovo ¢islo, m = 3.141 592653 6

I, 11y, Peltieriiv koeficient pro elektrony a diry

p mérny odpor; hustota; hustota volného naboje

o meérné vodivost

Oh,O0u,0d operace symetrie rizné orientované roviny zrcadleni

T doba zivota, relaxacni doba, ¢asova konstanta

w0, vlnova funkce

O(kl, k') tenzor silovych konstant

P, magneticky tok plochou orbity v readlném prostoru
Yp(7) Blochova vlnova funkce

w kruhové frekvence (hw je energie fotonu nebo fononu)
We cyklotronové frekvence (elektronu v magnetickém poli)
wD Debyeova frekvence

wT, WL, frekvence pri¢ného a podélného optického fononu

wp plazmova frekvence elektronid v kovu

Q objem primitivni reciproké burky
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Jednotky a velié¢iny v soustavé CGS

V nékterych knizkach se stale jesté pouziva znaceni v soustavé CGS. Proto je vhodné na tomto misté
uvést prevodni vztahy do soustavy SI, podobné jak to maji autofi Yu a Cardona na zadni predsadce
knihy [14].

velicina ST jednotka koeficient konverze CGS jednotka
SI—-CGS CGS—SI

délka metr [m] 10? 1072 centimetr [cm)]

hmotnost kilogram [kg] 103 1073 gram [g]

energie Joule [J] 107 1077 erg

naboj Coulomb [C] 3 x 107 1/3 x107° statcoulomb

potencial Volt [V] 1/300 300 statvolt

odpor Ohm [Q] 1/9x 1071 9x 101 statohm

velic¢ina hodnota v CGS vypocet z SI konstant

naboj elektronu 4.803205 x 10719 esu 10ec

hmotnost elektronu 9.109384 x 10728 ¢g 103 mg

energie 1eV 1.602177 x 102 erg 107e

Pro ptevod vzorcii, které najdete v literatute v CGS, pouzijte ndsledujici tabulku (viz Appendix
Jacksonovy knihy [22]). Napiiklad pokud se bude ve vzorci vyskytovat ¢, nahradi se hodnotou 1/,/¢10.

veli¢ina (podobné& pro dalsi) vyraz v CGS nahradit vyrazem v SI
rychlost c 1/\/eofto
elektrickd intenzita (potenciél, napéti U) E NZY =N E
elektricka indukce D dr[eq D
néboj (proud j, polarizace ﬁ) p 1/v/4meo p
magnetické intenzita H Vit H
magnetickd indukce B VAr [ B
vodivost (kapacitance) o o /(4meg)
permitivita € e/eo
permeabilita 1 1/ 1o
odpor (impedance, induktance) R (4meg) R
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