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...AS LONG AS THE TOMB
IS CLOSED, JESVS IS BOTH

O\ ALIVE AND DEAD!

.

Saint Schrodinger, the forgotten disciple.
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Kapitola 1

Cviceni

1.1 Cviceni 1
Ukoly

e Zopakovat a popsat stru¢né stav fyziky (klasicka vinova versus ¢asticové) a expe-
rimenty, které vedly ke vzniku kvantové mechaniky.

e Provést struéné vysvétleni vinové korpuskularni hypotézy.

e Uvést zakony, které plati pro kvantové systémy a ¢astice — zakon zachovani energie
a zakon zachovani hybnosti. S nimi se bude pracovat v dalsich ptikladech.

e Atom vodiku fegen klasicky, nejprve s udanim velikosti Bohrova poloméru (U-0-
13), nésledné i s kvantovanim hybnosti a n-nasobku vln. délky elektronu podél
obvodu kruhové dréhy.

e Zavést konstantu jemné struktury

e? o1
a= = —
4meghe 137
a s jeji pomoci vyjadiit Bohrtiv polomér a energii zdkladniho stavu atomu vodiku.

e Zavést konverzni konstantu hc = 197 MeV fm

e Zejméma ukazte, Ze n-ta excitovana hladina pro vodikupodobné atomy (jedno-
elektronové vazané stavy s nabojem jadra Z|e|) ma energii E, = Z2F;/n?, kde
B = —%oﬂmecQ, kde m, je (klidova) hmota elektronu.

1.2 Cviceni 2

Seznam prikladd k procviceni

Comptontv rozptyl (U-0-7) — ze zdkonu zachovani hybnosti a energie fyzikalné
vysvétlit a odvodit vzorec

N — \ = 47k sin® (g) , (1.1)

kde k =

je redukovana Comptonova vlnové délka elektronu x = ;‘—; = 386 fm.
MmeC



Seznam domécich tkolad 1
(dle Forméanka) Pripadné dalsi udaje ¢i konstanty k tiloham niZe si dohledejte:)

e Urcete vlnovou délku viditelného svétla, UV a Rontgenova zafeni a zafeni gama
ze zafice %9Co a dopoditejte energie téchto fotoni v elektronvoltech.

e Spoctéte kolik fotonu emituje kazdou sekundu anténa radiové stanice o vykonu
1 W vysilajici na kratkych vlnach (cca 30 m). Jakou energii mé kazdy z téchto
fotonu?

e Odvodte vztah pro vinovou délku elektronu, protonu a alfa ¢astice, pokud by byla
kazda z nich urychlena napétim U.

e Urcete rychlost a vlnovou délku alfa ¢astice z Rutherfordova experimentu a srov-
nejte s 1. kosmickou rychlosti a s dnes znadmym polomérem jadra zlata.

Seznam domécich tkola 2
(dle Formanka) Pripadné dalsi udaje ¢i konstanty k tiloham niZe si dohledejte:)

e Jakou energii (v elektronvoltech) a vlnovou délku mé gama zafeni z procesu ani-
hilace elektron-pozitronového paru e™e™ — 247

e Urcete vlnovou délku molekuly kysliku ve vzduchu pfi pokojové teploté. Pomnéte
na ekviparti¢ni teorém:) Urcete vlnovou délku stiely o hmotnosti 1 ug letici rych-
losti zvuku.

e Pro jakou energii elektroni popt. neutroni (v elektronvoltech) byste se rozhodli,
pokud byste chtéli pozorovat interferencni jevy spojené s "odrazem"téchto Castic
od krystalu?

Seznam domaéacich ukold 3

e V zobrazovacim programu vyneste spektralni hustotu energie E, a FE) zafeni
absolutné ¢erného télesa (jde o mnozstvi energie v jednotce objemu v intervalu
(A, A + d)) respektive (w,w 4 dw)) jako funkci vlnové délky a kruhové frekvence,
které jsou dany Planckovym zakonem pro hustotu energie

3
1
pp(v)dv = 87rf;1/ 3 dv
> exp (ﬁ) -1
8mhe 1
o(A)dN = G ey 1 dA
€xp (,\k;T)
w2 hw
poo(w)dw 28 e Ay 7 W
exp (ﬁ) —1

a ukazte, Ze vztahy spolu souvis{ Jacobidnem prechodu od spektralni hustoty jako
funkce v k funkci A ¢ w, s hustotou se tedy zachézi jako s vyrazem pod integralem,
tj. napft.

dv

PANAA = py (V(A))dA |




1.3 Cvicéeni 3

Ukoly

e Heuristické odvozeni Schrédingerovy rovnice pro vinové feSeni dle Weinberga.
7Z klasického vyrazu pro celkovou energii ¢astice hmoty m

2

p iR
H=2
2m—|—V(m)

(Hamiltonova funkce, Hamiltonian) pfejdeme k Hamiltonové operatoru

>2

2 p o
H=—+YV
2m (x)

kde (v tzv. x-reprezentaci, jak uvidime pozdéji) polozenim

ﬁ’z —ihvV
(detaily viz Apendix ziskame
. K2
H=—A+V(Z&
5 A+ V(T)
o Casové Schrédingerova rovnice
- oV (7, t)
HY(Z,t) =ih ’
(@1) =ih—>,
h? oV (&, t)
——A 7)| U(Z,t) =i :
[ o + V(x)] (Z,t) =ih 5

e 7 ni separaci ¢asové proménné

dojdeme k rovnosti

@) _ g _
0@ e

(leva a prost¥edni Cast zaviseji ¢isté na souradnici ¢i ¢ase, a museji tak byt rovny
konstanté, kterd ma rozmér energie) a ziskame jednak rovnici
do(t)
ih——= = FE®(t),
g (t)
jejiz reSeni je
B
d(t) ~e 't
a tedy
- E
U(Z,t) = (@) e 77,

ale kone¢né také bezcasovou Schrodingerovu rovnici

A~

H(Z) = E(7)

2m

{_WA+v@ﬂmm=Ew@~



na kterou lze nahlizet jako na tlohu pro vlastni funkce (stacionarni stavy) ope-
ratoru celkové energie (Hamiltonianu) a pfislusna vlastni ¢isla, ktera udavaji do-
volené hodnoty energetickych hladin studovaného systému (¢asto diskrétni, tj.
kvantovany).

Dokazte, Ze pro (uvazujme nyni pro jednoduchost pouze diskrétni spektrum)

je libovolnéa linearni kombinace
V(T ) = ealn(@t) = Y cathn(@) e 7!,y €C
n n

také feSenim Casové (ale ne bez¢asové!) Schrodingerovy rovnice, a pokud pfijmeme
Schrédingerovu rovnici jako pohybovou rovnici kvantové mechaniky, musime pfi-
jmou i libovolnou superpozici jako mozny fyzikalni stav. Toto je pozorovano i
experimentalné a vede k prirozenému popisu interferencnich jevii v mikrosvété.

e ReSeni Schrédingerovy rce pro Céstici v nekoneéné hluboké jameé: vlastni funkce a

vlastni energie: n-ty stacionarni stav ¢astice v nekone¢né hluboké jameé sitky a je
dan normalizovanou vlnovou funkei

a prislusné dovolené energie jsou dany

m2h2

2ma?

E, =FEyn?, kde FEy=

Seznam domacich tkola

e Aplikovat kvantovaci formulku ¢astice v nekonecné hluboké jameé a spocitat ener-
geticky rozdil prvnich dvou hladin dle modelu ¢astice v nekone¢né jamé pro typické
hmotnosti a rozméry nasledujicich objektu:

— Elektron na tisecce velikosti rozméru atomu vodiku.
— Alfa Eastice a rozmér jadra uranu r = rgAY3, kde ro ~ 1 fm.
— Atom Zeleza uvniti Fullerenu C60.

— Basketbalovy mic¢ v télocvi¢éné.

Pozn: Pracujte v elektronvoltech a s klidovymi energiemi.

1.4 Cviceni4 -5
Ukoly
e Definovat co to je normalizace stavu.

e Normalizujte superpozici

Y =Clayr+Ba], a,B€C

tj. naleznéte C' tak, ¢ bude normalizovany stav, pokud )1 2 jsou normalizované
ve smyslu [ 9] 5h1 2dz = 1 a kolmé ve smyslu [, ¢jtpodz = 0.

7



e Definice statistické hustoty pravdépodobnosti a vysvétleni, Ze |¢|? = *1 je pro-
storova hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢éstice v elementu objemu.

e Zopakovat vlastni stavy a vlastni energie ¢astice v jednorozmérné nekone¢né hlu-
boké potencidlové jameé. V bezcasové i v Casové formé.

n2m2h?

2ma?

(1.2)

e Formulovat princip korespondence mezi pozorovatelnymi veli¢inami v klasické a
kvantové mechanice (A — A). Formulovat vypocet stfedni hodnoty a kvadratické
odchylky v QM. X

_ Jre Pt (x, 1) (AY(x, 1))

fRIS d3 m/}*(x)w(x)

e Formulovat princip superpozice — kazdy kvantovy stav 1(x), ktery je kombinaci

vlastnich stavii operatoru nékteré pozorovatelné (napf. A, fh/}n = An¥y) je prin-
cipialné fyzikalné realizovatelny.

B(x) = 3 entha (). (15)

n

(A)y (1.4)

Pozor! Vlastni stavy 1, (x) se vyvijeji v ¢ase podle Schrodingerovy rovnice a tim
i stav 1.

Priklady k procvic¢eni
e Normalizujte stav
(o) = A3 (x) + ()| | (1.6)

kde 1, je n-ty vlastni stav operatoru energie pro ¢astici v nekoneéné potencidlové

jameé
V() = \/gsin ("%f) . (1.7)

— Spocitejte (H ), (t) pro asové zavisly stav z rovnice (|1.6) a ukazte, Ze nezavisi
na Case. Vyuzijte faktu, Ze plati

m2h2n?

2ma? ’

ﬁ% = Enwna E, = (1'8>

kde a je sitka potencidlové jamy.
— Vypoctéte (p)y, a (x)y, v n-tém vlastnim stavu 1), operatoru celkové enegie
(Hamiltonianu).

e Spoctéte (x)y a (p)y pro stav volné ¢astice v nekonecné potencidlové jamé

1

(@) = —= (Y1 + 2¢2). (1.9)

S

5

oo



Dokazte, ze (H),, nezavisi na ¢ase pro libovolnou superpozici ¢ =Y cpifn(z,t),
kde 1, (x,t) jsou Casové zavislé stavy volné ¢astice v nekoneéné potencialové jame.
Na tomto prikladu ukazte, Ze plati

(Hyy = Enleal” (1.10)

Interpretujte |c,|? jako pravdépodobnost nalezeni Gastice ve stavu vy,
Py = | (W, ). (1.11)

Ukazte, ze pozadavek normalizace stavu
b=3 cathn = /R U (@)() de = 1
n

vede na podminku

D enl? =1, (1.12)

za piedpokladu, ze plati [i ¢ ()Y () dz = 6y (ortonormélni funkee).

Pro stavy volné ¢astice v potencidlové jamé dokazte, ze plati (Griffiths, str. 33)
/0 " g2 (2) (@) dz = . (1.13)
Normalizujte rovinné viny
(@) = Nexp | (27
na delta funkci, tj. najdéte N tim, Ze spoctete
IE.7) = g ) = | @iy w)iglo)

a poZzadujte rovnost vyrazu 6(p — p’) Pracujte nejprve v jedné dimenzi a v limité

R
/dx— lim /dx.
R R—o0

-R

Dostanete se na funkci sin(az)/z jejiz limita pro velké a vede na delta funkci. Méli
byste ziskat vysledek a normalizovaé vlastni stavy hybnosti v 1D

(Wpr, p) = d(p—p) (1.14)
bpi(z) = ;rheipﬁz (1.15)
a ve 3D
(W, ) = 6°(F—1") (1.16)
7 (T) = Wl)meiﬁﬁf (1.17)

Griffiths Example 2.2, str. 35. Casovy vyvoj funkce z pocatecntho stavu Y(z,0).
Reseni dekompozici do vlastnich stavi (zobecnéné Fourierovy fady).



Seznam domacich tkolu

o Griffiths Problem 1.17, str. 22, kromé (f).

e Griffiths Problem 1.4, str. 14.

1.5 Cviceni 6
Ukoly
e Zopakovat definici operatortu p; a &; v T reprezentaci.
e Definice komutatoru dvojice operatoru [/1, B] = AB — BA a antikomutatoru
{A,B} = AB + BA.
e Definovat co to znamend, ze dvé pozorovatelné jsou nekompatibilni — jejich ope-

ratory nekomutuji. Tzn. méfeni jedné veli¢iny ovlivni méfeni druhé. Soucasné
nemohou jednozna¢né urcit kvantovy stav napf. jako u atomu vodiku.

e Definice samosdruzeného operatoru: k operatoru A, ktery zobrazuje z a do Hilber-
tova prostoru H definujeme hermitovsky sdruzeny operator Af tak, Ze pro viechny
stavy 1, x € H plati

(v Av) = [ o @A) = (A = [ e (@) o).

tj. ptisobeni operdtoru na pravou c¢ast skalarntho soucinu musi byt ekvivalentni
pusobeni hermitovsky sdruzeného operatoru na levou ¢ast skalarniho soucinu.

Priklady k procvic¢eni
e [p;, ;] spoCist v = reprezentaci pii pusobeni na testovaci funkci ¢ (r).

o Ukazte, Ze plati

[A+B,C] = [A, B]+[B,C]
[A,B+C] = [A B]+]AC]
[:7BA] = _[B’A]
[ >A] =0
[A,BC] = [A,B]C+ B[A,C]

e Dokazte, Ze

/R (@) Pz = [ (px(@))w(z)dz, (1.18)

na zékladé toho, Ze plati 11}1;1 x(z),¥(x) = 0, kde p = —ih0,. Reste pomoci
T o0

per-partes.

e Spocitejte pomoci matematické indukce

[2,p"], (2", ] (1.19)

10



Seznam domacich tkolu

e Dokaite, Ze plati [A, [B,C]] + [B,[C, A]] + [C, [A, B]] = 0 (Jacobiho identita).

e Pomoci priklada z hodiny [, p"] a [£", p] odvodte komutatory [z, F'(p)] a [G(Z), p].

1.6

Cviceni 7

Priklady k procvic¢eni

e Urcete normalizacni konstantu A Gaussovského baliku a dale ¢asovy vyvoj tohoto

1.7

stavu v (z, t) a hustotu pravdépodobnosti p(z,t) je-li v ¢ase t = 0 dan funkei
Y(x, t=0) = Ae_axg; a€R,a>0. (1.20)
Casovy vyvoj uréete pomoci rozkladu vinové funkce v (xz,t) do vlastnich stavi

operatoru hybnosti
1 ipe

zr,t) = e'n 1.21
Y@t = —— (1.21)
jako

vie.t) = [ g)in(e.t)dp. (1.22)
Griffiths Prob. 1.15 str. 22. — nezachovavani hustoty pravdépodobnosti pro kom-

plexni potencial, model nestabilni ¢astice.

Cviceni 8
VInové funkce linedrniho harmonického oscilatoru jsou dény
mw\1/4 1 2 mw
n — - 7Hn 76 /2 = [E—
@)= (7)o@, 6= /5 a

a diky relaci ortogonality pro Hermitovy polynomy

/ Hio(€) Hin (€)™ €€ = /7 21 Gy
R

splnuji
[ i@n(a)de = .
R
Pro koeficienty jejich rozvoje do polynomii &/ plati rekurzivni vztah
Gy = 2=
U+ +D

Odvodte pomoci néj prvni 3 Hermitovy polynomy.

o Hermitovy polynomy spliuji

=
—~
I
~—
I
T
—_
~—
[¢)
CDI
A
[N}

(1.23)

Ho1(€) = 26 Hp(€) — 2n Hy 1 (€) (1.24)



e Spocitejte podle vyse uvedenych vtaht Hermitovy polynomy Hs(&), Hy(€) a H5(&)

e Plati dale

d n
Hy(§) = <2§ dg) -1 (1.25)
Hy(§) = 2nH, 1(¢) (1.26)
Ho1(§) = 26Hu(§) — Hy(6) (1.27)
_1p2 d
H,(&) = 2"e 1Pegn, DngTf (1.28)
e Vysledky, ke kterym byste se méli dobrat:
Ho(§) = 1 (1.29)
Hi(§) = 2¢ (1.30)
Hy(§) = 46 -2 (1.31)
H3(6) = 8¢%—12¢ (1.32)
Hy(€) = 166 —48¢% 4+ 12 (1.33)
Hs(¢) = 32¢° —160€% + 120¢ (1.34)
Hg(&) = 6465 — 4806% + 72062 — 120 (1.35)

1.8 Cviceni 9

Priklady k procvic¢eni

e Ukaiite, 7e projekéni operator P, = |¢)(p|, kde (¢|p) = 1, je hermitovsky ( A:L =
P,) a idempotentni (ﬁi = Dy).

e Dokazte, Ze hermitovské operatory maji redlné vlastni ¢isla, a ze vlastni vektory
prislusné riznym vlastnim ¢islim jsou na sebe kolmé.

e Dokazte, 7e libovolné dva operatory A a B, které spolu komutuji [fl, B] = 0, maji
spolecné vlastni vektory.

e Napiste rozklad stavového vektoru [¢) ve spoetné bazi |¢,) z definice

) = cnlin) (1.36)
n=0

— Odvodte z rozkladu vypocet koeficientii rozkladu ¢, = (pn|1).

— Odvodte rozkladovou formuli vloZzenim relace aplnosti
1= len)(enl (1.37)
n=0

a s pomoci defini¢niho vztahu pro rozkladové koeficienty ¢, = (pn|¥).

e Stejné jako v minulém piikladé provedte rozklad vektoru (| do spojité baze
p), p €R.

12



e Normalizujte stav

[v) = alp1) + Blez), (1.38)
e Spoctéte z vlastnosti delta funkce (viz Doplnék

/ f(x)g(x)d(z — o) dz. (1.39)
R

e Dokaite v n&jaké maticové reprezentaci, ze plati Tr{AB} = Tr{BA}

e Ukaite, ze AT je ve spocetné bazi (reprezentaci) |n) reprezentovan matici AT, ktera
je déna hermitovskym sdruZenim matice A: AT = AT" kde (A)y = (m|An) je
maticovym elementem operatoru A v bazi |n).

e Operator A je v bazi svych vlastnich stavi |n) dan diagonalni matici.

e Dokaite, ze (AB)f = BYAT, a to jak pomoci pfenaseni opratorit z prvni do druhé
slozky skalarniho soucinu, tak v né&jaké diskrétni maticové reprezentaci, a ukazte
si, ze v ni je hermitovské sdruZeni dano transpozici a komplexnim sdruzenim.

1.9 Cviceni 10
Priklady k procvic¢eni
e Spocitejte vlastni ¢isla a vlastni vektory Hamiltonidnu
H = a(|1)(1] — [2)(2] + [1)(2] + [2)(1]) (1.40)

v reprezentaci Z = {|1),]2)}. Pozn. Jde o vyjadfeni operatoru H v bazi Z =
{11),]12)} (jde o matici).

e Dokazte Schwartzovu nerovnost

[{pl)? < (ele)(Wl), Vig), [¥) € H. (1.41)
a to zavedenim (6l)
X) = ¥) — o) (1.42)
(¢lo)
a s vyuzitim pozorovani, Ze
0 < (xIx)(¢l9) - (1.43)
e Jsou definovany operatory A a B v bazi Z = {|1),2),|3)} timto zpiisobem
a 0 O b 0 0
A=1 0 —a O ,B=10 0 —ib |,a,beR. (1.44)
0 0 -—a 0 ib 0

— Naleznéte jejich vlastni ¢isla A; a vlastnf vektory xj,.
— Ukaiite, 7e matice A a B komutuji (tim padem A i B komutuji).

— V piipadé, Zze oba operatory komutuji, sestavte vlastni vektory tak, aby byly
spolecéné pro obé matice.

13



1.10 Cviceni 11

Priklady k procvic¢eni

Jde o opakovani z minulych cviceni

Cemu je v bracketovém formalismu rovno ¢ (z). Odpoved: ¢ (x) = (z|i)).

Cemu je rovno (z|p) ? Odpoved:

(z|p) = (zlp) = eln. (1.45)

Spoditejte komutatory

=
=S

, kde operator kinetické energie T' = p2/(2m)

>

NS
=

\.>\.<>
SIS S )

a dale (plz) = (z|p)*.
Zapiste [1) v bazi |x), |p) a spocetné bazi |n)

Stanovte relaci mezi (z|)) = ¥ (z) a (p|v) = ¢¥(p)

Spoditejte
/f(x)w_c”'é(x—a)dx, a,b,c €C, f,9,h:R - C. (1.46)
R [h(z+ D)
Zapiste Hamiltonian

H = al1)(2] + b|1) (1] + d|2) (1] + ¢|2)(2) (1.47)

v reprezentaci Z = {|1),]2)}. Urcete podminky, za jakych Hamiltonian H mize
predstavovat Hamiltonidn realného kvantového systému (Hermitovskost).

Vyjadiete Hamiltonian L.H.O. H = hw(aya_ +1/2) ve Fockové reprezentaci (bézi
Fockovych stavi) |n), tj. jako matici.

Vyjadrete operéator soufadnice & v reprezentaci stavi [n), pokud vite, Ze

h
2mw

(a4 +a-). (1.48)

2>
|

Seznam domacich tkola

Vyjadiete operatory hybnosti p a souradnice Z a jejich kvadraty pomoci krea¢nich
a anihila¢nich operatori.
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1.11 Cviceni 12

Ukoly
e Véta o integralu pohybu v QM: A je hermitovsky operator A(/Al:f = fl) na Hilber-
tové prostoru H prislusici pozorovatelné A a navic plati [A, H] = 0 (komutuje
s Hamiltonidnem), pak veli¢ina A je integralem pohybu (zachovava se v case) a
plati
d(A
<dt>¢ =0, Vi € H. (1.49)

Diikaz se provede pomoci Schrodingerovy rovnice a rovnice k ni hermitovsky sdru-
zené. Dokazuje se rovnost d/dt (A), = 0.

e Ehrenfestovy theorémy: Zakony klasické mechaniky jsou kompatibilni s QM ve
stfednich hodnotach: Vi € H

d
<§t>w = (p)y ... vztah mezi rychlosti a hybnosti (1.50)
m
d
dip)y = ov ...analogie Newtonova zakonu sily (1.51)
dt oz /.,

e Viridlovy theorém v 1D:

d{z 0
<d‘§>‘/’ = (T)y — <xv>¢ . (1.52)

a specialné pro stacionarni stavy
aV
Ty =(r— . 1.53
M= (5 ). (153

e Stacionarni stav je vlastnim stavem Hamiltonidnu H = T—f—V, a jeho casovy vyvoj

lze zapsat . )
() = e [(0)), H (1) = hw (1)) (1.54)
coz se v x-reprezentaci zapiSe jako
B, t) = e (2,0),  Hi(x,t) = hwip(w, 1), (155)

e Pro libovolny stacionarni ¥ stav a libovolnou pozorovatelnou A plati

d(A)y
de¢

= 0. (1.56)

e Pro stacionarni stavy ¢ a potencial V(i), ktery je homogenni funkci & s-tého Fadu

~ A~

(V(kz) = k*V(z)) plati 1D viridlovy theorém ve tvaru

Diikaz plyne z obecného virdlového theorému.

15



Seznam domacich tkolu

e Dokazte, Ze potencial linedrniho harmonickho oscilatoru
o L 9.9
Vi(z) = S MW (1.58)

je homogenni funkci. Urcete fad této funkce s. Spoctéte (T')y, (V)y v obecném
stacionarnim stavu .

1.12 Cviceni 13

Priklady k procvic¢eni

e Urcete métitelné hodnoty spinu v libovolném sméru n v roviné xz a vlastni stavy
piislusici moZznym vlastnim hodnotam. Vysvétlete fyzikalni situaci. Napovéda:

Sp = Za -, (1.59)

kde trojice Pauliho matic je ve standardni reprezentaci dana

(D]

je projekci operatoru spinu S do sméru n. V nagem pripadé je n obecny vektor v
roviné xz:
sin 8
n= 0 , B €(0,2m). (1.61)
cos 3

e Spoctéte tvar matice o - a a jeji determinant, kde a = (az, ay, a,).

e Pro o1 a 09 (02 a 03) ukazte, Ze plati

loj,0] = 2igjuo (1.62)
{oj, o} = 2051 (1.63)
Tro; = 0 (1.64)
deto; = —1 (1.65)
ogioj = 0ijl+ie€jpon (1.66)

e Ukazte, 7e libovolna matice z C(32) se d4 zapsat jako linearni kombinace matic 1,
oj, € {1,2,3}. Napovéda: Ukazte, Ze uvedené matice tvori bazi C22). Postupujte
tak, Ze obecnou matici A zapiSete jako linearni kombinaci Pauliho matic

3

Aan]l—l—Zaij,
j=1

nasledné vynasobte matici jednotkovou nebo jednou z Pauliho matic o; a "vytra-
ceujte", tj spocitejte stopu pravé a levé strany.

o Ukazte, ze plati
(a-o)(b-o)=(a-b)l+i(axb)-o. (1.67)

16



e Dokazte, Ze vlastni ¢isla viech Pauliho matic jsou A = +1, a to bud explicitné pro
kaZzdou matici zvlast, anebo s pomoci zapisu

a b
()

a vyjadrenim stopy a determinantu matice pomoci a,b,c,d a konetné zépisem
charakteristického polynomu pomoci stopy a determinantu Pauliho matic.

e Spoctéte exp(ipoy) pomoci Taylorova rozvoje exponencialy a s vyuzitim toho, Ze
0? =1 a tedy

2k+1 __
01 = 01

17



Priklady za domaci kol

e Krabice obsahujici ¢astici je rozdélena prepazkou na dvé Casti. Jestlize se Cés-

tice nachazi v levé (pravé) ¢asti krabice, nachazi se ¢astice ve stavu |L) (|R)).
Nejobecnéjsi stavovy vektor systému |v¢) je zapsan jako

[¥) = |R)(R[Y) + |L)(LlY) = a|R) + B|L). (1.68)

Co musi platit pro koeficienty a, 57

Priichod ¢astice skrze prepazku je popsan (interakénim) Hamiltonidnem

H = A(|L)(R| + |R)(L|), A €R. (1.69)

— Vyjadiete Hamiltonian jako matici H v reprezentaci {|R),|L)} dimenze 2.

Kterou matici Vam pfipominé?
Najdéte normalizované vlastni vektory Hamiltonianu H a jeho vlastni ¢isla.

Urcete Casovy vyvoj stavu |¢)), ktery se v ¢ase ¢t = 0 nachazi v obecné su-
perpozici |1)) = «|R) + B|L), a, 8 € C. Reste jak pomoci rozkladu stavit | L)
a |R) do vlastnich stavii energie, tak pomoci exponencialy matice, vite-li, Ze
evoluéni operator lze zapsat jako

. H
U(t) = exp [_lth]

a Casovy vyvoj je dan

[ () = U(#) [4(0))
Spocitejte pravdépodobnost (jako funkci ¢asu) nalezeni stavu pfipraveného
v ¢ase t = 0 jako |¢(t = 0)) = |L) ve stavu |R).
Pozménéna uloha: urcete ¢asovy vyvoj stavu [¢), ktery se v ¢ase t = 0 nachazi
v obecné superpozici |[¢) = a|R) + B|L) za predpokladu, Zze Hamiltonian je
ve tvaru

H = A|L)(R)|. (1.70)
Ukazte, ze takovyto Hamiltonian neni hermitovskym (samosdruzenym) ope-
ratorem.
Ukazte, Ze pro stav |1(t)) se nezachovava v Case pravdépodobnost:

dp d

L= W) #0, (1.71)

1.13 Cviceni 14 — Gaussovsky balik

Zadani: Pro volnou ¢éstici hmoty m poctéte

e Casovou evoluci 9(z, t).

Normaliza¢ni konstantu A.

Hustotu pravdépodobnosti p(x,t).

Stfedni hodnoty (x), (xz), (»), <p2>.

Spoctéte stiedni kvadratické odchylky Az, Ap a urcete velikost sou¢inu AzAp a

ovéite platnost relaci neurcitosti.

18



a to pro pripad, kdy v ¢ase ¢ = 0 je vlnova funkce ¢astice ddna Gaussovskym balikem s

pocdateénim impulzem hkg

P(z,t=0) = Ae07" giko

Vysledky:
A —ax? +ikox — Eoz‘l
T, t :
v 1+10(t) p[ 1+1i0(1)
1/4 272
A:(Za> ,5(t):2aht,E0:hk0
T m 2m

p(z,t) = ———=exp [—@: — UOt)2]
’ V1+6(t)2 20 (t)2

(r)y = wvot
@y = o) +ugt? = o(t)* + ()},
(p)y = hko

PPy = hPa+h’ki=n’a+ (p);,
i
ApAz = 5\/1 +0(t)2

Tip1: Vyuzijte toho, ze

— —ax? _ E — 2 —ax? __2
I(a)_/]Re d:c—\/;, J(a)_/R:c e “dr = 8@]((1)

Tip2: P¥i po¢itani (p?)y je efektivngjsi pouzit p-reprezentaci.

1.14 Cviceni — Matematika I

Ukoly

(1.72)

(1.73)

e Popsat teorii linedrnich diferencialnich rovnic s po¢ateénimi podminkami — definice

D.R., jednozna¢nost a tvar feseni.

e Véta derivace integralu podle parametru.

Seznam prikladid k procviceni — Domaci tkol pro ty, ktefi neabsolvovali

SLO/CMF

e 1)/ = ax1) — separace proménnych, feSeni v rdlném a komplexnim oboru zvlast.

e Jakobian prechodu mezi kartézskymi, polarnimi a sférickymi soufadnicemi, vy-

svétleni, Ze se hodi pfi integraci funkce vice proménnych.

e )/ =0.
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e 1)/ =1 v redlném a komplexnim oboru.

o ) = k.

o ) = —/{321[).

e Spoctéte Jakobian transformace do sférickych souradnic z definice inverznich vztahtu

x = rsinfcos¢
= rsinfsing

z = rcosf

a tedy zZe

2 pm 00 2w +1 00
/ drdydz = / / / r?sin @ drdf d¢ = / / / r2dr dcos 6 d¢
R3 o Jo Jo o J-1 Jo

e Spoltéte integral:

e Spoctéte integraly:
JIn(a) :/ ghem de, n=1,2,3,4.
R

(fete jako I%(a) pomoci transformace do polarnich soufadnic, a J,, jako parame-
tricky integral derivaci podle parametru).

1.15 Cviceni — Matematika I1
Ukoly

e Definice hustoty pravdépodobnosti a jeji vlastnosti
b
/p(:c)dx =1, dP=p(x)dz, Pla,b) :/ p(x)dz.
R a

e Definice vypoctu stfedni hodnoty veli¢iny, které je pridélen kvantové mechanicky
operator, princip pfevodu klasické pozorovatelné na hermitovsky operator

e Definice gamma funkei I'(n) a I'(n/2) pro vypocet slozitéjsich integrala.

Seznam priklada k procviceni

e Formanek 1.3 a), b), ¢), 1.5

Seznam domacich tkolu

e Formének 1.4 a) —e)
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Kapitola 2

Formalizmus

2.1 Braketovy formalizmus

2.1.1 Brakety

Pro abstrakti vektor z Hilbertova prostoru budeme pouzivat symbol (tzv. "ket"vektor)
) eH
a pro jeho dudl z duélniho prostoru symbol (tzv. "bra"vektor)
(Wled
kde duél je linarni formou, a pusobenim dualu na vektor ziskdme skalarni souc¢in
(Pl) = (Plg)* € €
Jde o skalarni sou¢in na komplexnim prostoru, pro ktery pozadujeme
(Plary) = a(o]y)

(agly) = (o)
a to mj. proto, aby (¥|¢) > 0 a §lo tedy definovat normu vektoru jako ||[)|| = v/ {(¥|¥) .

Skalarni soucin je dale linarni ve smyslu
(Dlay + Bx) = oY) + B{¢lx)

(a + Bx|o) = o™ (|o) + B (x|¢) -
Tabulka identit a pravidel pro po¢itani s vektory je v Tabulce
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Vektorovy formalizmus Braketovy formalizmus

Skalarni soucin

Zy= > T3y na redlném prostoru
ity =", xty; = (¥19)* (komplexni prostor)

popf. nekdy téz (z, y) = (y, )" (Y]¢) = (ol¥)”
zajistuje realnost kvadratu normy, a tedy i velikosti vektoru
|Z? = &7 = 3 |y 1) ? = ([)
Dale plati, ze pro «, 8 € C:
(az, y) = a* (z, y) (aplg) = a™(¥9)
(z, ay) = a(z, y) (lag) = a(y|®)
Baze
koneéné
{Ziie, {l9i) iy
spocetna
{712, {l¢i) tiza
ortogonalni
@;1@5 = 6ijai, a; € C (¢il9j) = dijai, ai € C
ortonormalni
iitaj = 0y (9ilj) = i

.....

pro spojitou bazi
|z),z € R
ktera je ortonormalni

(x|2"y = 6(x — a')

Rozklad do baze

T =) €, ) = 3" cildi),
kde soutadnice z; = ¢€; - kde soufadnice ¢; = (¢;[v))

atedy => ¢;¢ - & [y = > 1¢i) (¢ilv)

8

Relace uzavienosti

rozklad plati pro jakykoli vektor Z ¢i ket [))
a muzeme tedy izolovat identitu (relaci uzavienosti)

1=> ée 1=3|¢i)(sil
(maticova identita) (operatorova identita)
Pro spojitou bazi |z) ,x € R

i= [ le)elde

Tabulka 2.1: Tabulka identit z vektorovych prostoru.

22



2.1.2 Od vlastnich stavi hybnosti k P a X reprezentacim

Pracujme pro jednoduchost v jedné dimenzi. V braketovém formalizmu lze zapsat ska-
larni souc¢in vlastnich stavi operatoru hybnosti

PYp(x) = pp()

jako (1 |1bp). ProtoZe jsme vSak jiz nalezli (viz vztah , Ze rovinné vlny jsou nor-
malizovany k 0 funkci, musi platit také

<¢p"¢p> = (¢p’a wp) =d(p —p/)

mj. také proto, zZe vysledek skaldrniho sou¢inu nezavisi na volbé béze ¢i reprezentace.
Znacme déle pro jednoduchost

‘¢P> = ’p>a
pro které opét plati
plp) =plp), peR, |p)eH.

Pokusme se nyni rozepsat n&jaky obecny stav ¢astice 1) jako linearni kombinaci vlast-
nich stavii operatoru hybnosti, tj. zapsat si superpozici (vlnovy balik; provést rozklad
do rovinnych vln)

) = /Rg(p) Ip) dp

kde g(p) je obecné komplexni vahovaci funkce udéavajici zastoupeni hybnosti p ve stavu
|1}, presnéji jde o amplitudu pravdépodobnosti naméteni hybnosti p ve stavu [1). Pro-
vedenim skalarniho sou¢inu obou stran rovnice se stavem (p’| dostaneme

') :/Rg(p)(p’!m dp:/g(p)5(p’—p) dp = g(p')

R

Je tedy g(p) = (p|v) = 1/;(p) € C a dosazenim zpét do superpozice

) = /}R (ol)Ip) dp = /]R 1P} (ol dp = 135

Z libovolnosti uvazovaného stavu |1¢) ziskdvame dilezitou operatorovou identitu

iz/R\p><p|dp,

kterou nazyvame relaci uzavienosti (iplnosti) pro bazi danou vektory |p).
Pravdépodobnost naméfeni hybnosti ¢astice v intervalu (p,p 4+ dp) ve stavu |¢) je pak
rovna kvadratu velikosti amplitudy, t;j.

Premprdp) = |OIV)* = (pl) (pl)* = (@lp)(plY) = 1g(p)|* = [ (p)]?,

kde 1/;(])) = (p|v) je vlnova funkce v P-reprezentaci.
Ve 3D pak plati

@'p) = d¥E—p) (2.1)

N

L= [ . (2.
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2.1.3 Vlastni stavy operatoru polohy

Obdobné postupujme pro vlastni stavy operatoru souradnice, které interpretujeme jako
stav, kdy se Castice nachézi v misté x:

2’y =22y, 2’ eR, |2)eH.

Primeét libovolného stavu do baze vlastnich vektort operatoru souradnice
budeme nazyvat vlnovou funkci ¥ (x) = (z|¢)) neb pravé ta vyjadiuje aplitudu
(infinitezimélni) pravdépodobnosti nalezeni ¢astice ve stavu |¢)) v misté x (reprezento-
vano stavem |z)). Specialné pak nam jiz znamé vlastni funkce operatoru hybnosti ¢, (z)
souvisi s abstraktnimi kety |p) nasledovné

Up(x) = (2(p) -

Podivejme se nyni na normalizaci vlastnich stavi polohy s tim, Ze si mezi bra a ket
vloZime relaci uzavienosti 2.1.2

wm=w&m=/@wmw@

R
Protoze 1 ) .
Z2'|p) = ei%, z) = (z|p)* = e i
('|p) Swes (plz) = (z|p) 5T
1 sp(a’ —=) 1 -
(2|z) = / T dp= — [ M0 gk
27Th R 27'[' R

Z integralni reprezentace 0 funkce (viz Doplnék vSak vime, Ze
1 .
d(x) = / et dk
21 R

(2|z) = 6(x —2').

a dostavame tedy

Zcela analogicky jako u vlastnich stavii hybnosti nyni mizeme rozvést libovolny stav do
superpozice vlastnich stavi polohy

0) = [ @) ds

R

kde h(x) je obecné komplexni vahovaci funkce udavajici miru zastoupeni stavu, kdy
se Castice nachéazi v misté z, ve stavu |¢), presnéji jde o amplitudu pravdépodobnosti

zméfeni polohy x ve stavu |¢). Provedenim skalarniho souc¢inu obou stran rovnice se
stavem (2| dostaneme

(x'|y) = /R h(z){z'|z) dz = /]Rh(x)é(x’ —x)dx = h(z2")

Je tedy h(x) = (z|¢) = ¢(x) € C a dosazenim zpét do superpozice

WOzﬁsﬂmeszJ@@WMm=iW%

Z libovolnosti uvazovaného stavu |¢) ziskdavame dilezitou operatorovou identitu

1= [ fo)alds.
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kterou nazyvame relaci uzavienosti (iplnosti) pro bazi danou vektory |z).
Pravdépodobnost naméfeni polohy ¢astice v intervalu (z,x + dx) ve stavu [¢) je pak
rovna kvadratu velikosti amplitudy, t;.

Pxe(@ardn) = (@) P = (z)(z])* = (lz)(zl) = |h(@)]® = [p(@)]* = plz)

kde ¥ (z) = (z|¢)) je vlnova funkce v X-reprezentaci.
Ve 3D pak plati

@'z = O@-z") (2.3)
1 = / Z)(Z| d3x . (2.4)
R3
Obé béaze slozené z vlastnich stavii hybnosti ¢i souradnice jsou tedy tuplné spojité baze
umoznujici rozepsat libovolny stav jako jejich superpozici.
2.1.4 Vlastni stavy Hamiltonianu

Aneb diskrétni energiova baze (reprezentace).
Zkusme si néjaky obecny stav |¢) promitnout do vlastnich stavii operatoru celkové
energie. Necht tedy zname diskrétni spektrum a vlastni stavy néjakého Hamiltonianu

popf. v progresivnéjsim znaceni
Hln) = Ey|n),

pro které plati (kviili samosdruzenosti H)

<n’m> = <¢n|¢m> = 5nm .
Priméty
<wn|¢> =Cn

jsou diskrétni sadou obecné komplexnich ¢isel, které urcuji amplitudu pravdépodobnosti
namdéieni energie F, ve stavu [¢,), "lidové fe¢eno", "jak moc je stav |¢,) zastoupen
ve stavu [¢)". Opravdu, rozepsanim |¢,) jako linedrni kombinace stacionarnich stavii
ziskdme |1)) = > ¢, |¥y) a provedenim skalarniho sou¢inu obou stran rovnice s bra-
vektorem (1,,| dostaneme

<¢m|’¢)> = ch <¢m|¢n> = ch Omn = Cm

n n

Tj. ¢ = (ulth) a R
1 |11Z)> = Z W}n> Cn = Z W}n><'¢n’¢> :

Z libovolnosti [¢) mizeme z vyrazu "extrahovat"dilezitou relaci uzavienosti

Diskrétni sada ¢isel ¢, = (n|y) plné reprezentuje stav |1). Ze znalosti vech koeficientt
¢p, v Case t = 0 také zname ¢asovy vyvoj stavu |¢)

(1) = D cnlm)e L.
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2.1.5 Diskrétni a spojité reprezentace

Vztah R

) = Alx)
si nyni prozkouméame v projekci na néjakou tplnou diskrétni bazi {|¢;)}5°, pro kterou
plati relace uzavienosti

Z|¢i)(¢i| =1.

Pramétem do stavu |¢,) ziskame

<¢n|¢> = <¢n‘AX> (27
(dul) = (dnlAlx) 2.
(Dnl) = (@nlAD |00 {0ilx) (2.9)
(Dnl) = D (PnlAles) (dilx) (2.10)

N——  N— N~

Yn€C ' An€eC  xeC
X = A\;Z? (2.12)
(2.13)

tj. algebraickou rovnici, kterou muzeme vyjadrit masticove, a kde Ap; = <¢n]fl|¢l) je
maticovy element operatoru A v bazi {|¢;)}2,.
Pokud provedeme primét do néjaké spojité baze splhujici relaci uzavienosti

i:/]R]x><x]dx

pak analogicky obdrzime

(@ly) = (aldy) (2.14)
(@) = (zlAly) (2.15)
(wlt) = (zlA / /) )’ (2.16)
R
() = / (alAla’) (&/]x) da’ (2.17)
—— R —~— “—~—
Y(z)eC A(z,2")eC x(z')eC
P(z) = /A(x,w')x(m’)dac', (2.18)
R
(2.19)

tj. integralni rovnici, kde A(x, ') je maticovy element operatoru A v bazi {|¢;)}52,.
Pouze pokud bude navic operator lokalni, tj. A(z,z’) = §(z — 2')A(x), pak se posledni
vztah zjednodusi na

P(x) = Alz)x(x),

coz nastava napt. pro Hamiltonian ¢i operator hybnosti, ktery ma v X-reprezentaci tvar

p(x,2') = —ihé(z— x')% (2.20)
. d
p(z) = —ih e (2.21)
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a lokalnost hamiltonianu vyplyva z rozumného pozadavku lokalnosti potencialu (¢astice
"citi"potencial misté, kde se nachézi, a hodnoty potencialu v jinych mistech na to nemaji
vliv).

2.1.6 Souvislost X a P reprezentaci

b(o) = (aly) = (2] 1]0)
- /<|>p|w>

/ i g
= h
TL

Yn(z) Cn

— [ @' fale!) o' l)
R

= /dx’(S(x—m’)w(:c’)
R

& D"

n

kde ¥(z) = (z]) je vinova fuknce v X —reprezentaci, zatimco ¢ (p) = (p|i) je vlnova
funkce v P—reprezentaci, a souvisi spolu Fourierovou transformaci.
V X-reprezentaci maji operatory soufadnice a hybnosti tvar

T = =
0
p = —ih—
P Ox
zatimco v P-reprezentaci
0
zr = ih—
op
p =0p

Ukazte si s pomoci n&jaké testovaci funkce ¢(p), Ze operatory v P-reprezentaci spliiuji
stejnou kanonickou komutacni relaci [z, p] = ik jako v X-reprezentaci.
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2.1.7 Operator hybnosti v X-reprezetaci

Podivejme se, jakou funkci ziskdme ptisobenim operatoru hybnosti,

vyjadreni v X-reprezentaci (= px):

(x| p ) = pxip(z) =

kde ¥ (p) = (p|1h) je vlnova funkce v P-reprezentaci, a Fourierovsky integral

meAwm

je pravé prevodnim vztahem mezi X — a P—reprezentacemi. Jest tedy skutecné

Px =

A@mmmww
/pmmwww
R

1

\V2mh

1

—ih —

A
—ih % /R W (p)
B

(),

ox

1
\V21h

0
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P(p)

o' dp

/peipﬁzzf)(p)dp
R
h O .p=

£

- €
iodx

1
\V2mh

i dp

iRZ
e'ndp

¢imz zjistime jeho

(2.23)
(2.24)
(2.25)
(2.26)

(2.27)



2.2 Operatory

2.2.1 Zaklady

Operétor je zobrazeni z Hilbertova prostoru opét do Hilbertova prostoru:

A:H—-H,

tj. napf. X
Alp) = |9) .

Pro predstavu miZete uvazovat napt. v analogii matice pusobici na vektory
A=y
Zajimat nés budou operatory lineérni, pro které
Va,f€C: Alaly) + l9)] = aAly) + SA|9)
Soucinem dvou operatori rozumime postupné pusobeni na néjaky testovaci vektor
ABly) = A (Blv))

specialné

A2|p) = AAJy)

a pro libovolnou funkei f(z) s dobfe definovanym mocninnym rozvojem f(x) =), apz®
muzeme definovat libovolnou operatorovou funkci

a specialné napr.

K operatoru A definujeme operator hermitovsky sdruzeny A tak, ze

Vig), ) € H:  (¢|Ay) = (ATgly).

Plati dale
vt = (Yl (2.30)
(AT)T = A (2.31)
(AB)T — BrAf (2.32)
(2.33)

Pokud navic plati H = Hf, nazyvame takovyto operator samosdruzenym, her-
mitovskym, samoadjungovanym, symetrickym (aZ na drobné matematické nuance:).

o Ukazte, Ze samosdruzené operatory maji redlné vlastni ¢isla, a mohou tak hrat
roli operatoru pfislusejicich fyzikdlnim pozorovatelnym veli¢inam.

e Ukazte v X-reprezentaci, zZe operatory hybnosti a polohy jsou samosdruzené.
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o Ukazte, Ze operator je diagonélni v reprezentaci svych vlastnich vektort.

e Ukazte, Ze vlastni vektory hermitovského operatoru piislusejici k raznym vlastnim
¢islim jsou na sebe kolmé. Toto ospravedliuje ¢asto uzivané bézové vektory, pro
které ¢asto uvazujeme jejich ortonormalitu, tj.

2.2.2 Pokrocilejsi operatorovy pocet
Pro exponencialu obecné nekomutujucich operatoru plati Hausdorffova formule
N P S T i"r. 7. PR
dABeA = B 4 [A, B} +5 [A, [A, BH Tt [A, [A, [...A, Bm
! n!
popf. ekvivalentné

iA A 17~ 14 2 1.7, P
eABe A =B 4 [A B} i [A, [A, BH o= [A, [A, [...A,B...}H
Dale, pokud A a B komutuji se svym komutatorem, t;j.
[4. |4 8]] = [5. |4 5]] o,
plati zjednodusena Campbell-Baker—Hausdorffova (CBH) formule
+3[4, B]
Ukazte si dale, Ze lze v X-reprezentaci definovat operatory soufadnice a hybnosti jako
i =zap =p+ fla) = —ihd + f(z ) kde f(z) je libovolna funkce, pricemz stéle

bude platit [#, p] = ik a relaci p = —ih2 5, T f(z) 1ze chapat jako unitarni transformaci
puvodniho operatoru hybnosti

i = exp[-iF(@)]p expliF ()], Flo) = / Ja') do!

a to s vyuzitim vysledku
[F(2),p] = ihF'(z).

Zkuste prevést (s vyuzitim tohoto vysledku pro operatory iA a iB a Eulerova Vzorce)
na tvar pripominajici souétovy vzorec operatorové funkee cos A cos B a cos Asin B.
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Kapitola 3

Neékteré (ne)iesené tlohy

3.1 Harmonicky oscilator

3.1.1 Algebra posunovacich operatori

Pro pripomenuti si uvedme nékteré vztahy pro krea¢ni a anihila¢ni operatory a vlastni
stavy harmonického oscilatoru.

H = hw <aia¢ + ;) (3.1)
1 .

ar = Normiom [Fip + mwz] = aJ:rF (3.2)

1 = [a_,a4] (3.3)

arln) = Vn+1ln+1), a_|n)=+/nln—1) (3.4)

po= i, ), 2=y ta) (3.5)
),

Hn) = Eyu|n E, = hw <n + ;) (3.6)
ara_|n) = n|n) (3.7)

3.1.2 Neresené priklady
[A,BC] = [A, B|C + B[A, C]

Ze plati, a to at uz vyjdete z libovolného tvaru Hamiltonidnu H = hw (aia:F + %),
nésledujici komutacni relace:

[ay, H| = —hway, [a—,H| = hwa_.

Miuzete FeSit i s pomoci vyjadfeni posunovacich operatorti pomoci operatora & a
p a vyuzit kanonickou komutaé¢ni relaci [z, p].

e S vyuzitim vyjadieni operdtoru soufadnice pomoci krea¢nich a anihila¢nich ope-
ratord ukazte, Ze ve stacionarnich stavech pro stfedni hodnoty polohy a hybnosti
plati

(nlz|n) =0, (n|pln) =0
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e Obdobné ukazte, Ze ve stacionarnich stavech pro stfedni hodnoty kinetické a po-
tencialni energie plati

|V In) = 5B = {n| T |n)

e Nakonec ovéfte, Ze pro rozptyly méfeni soufadnice a hybnosti ve stacionarnich
stavech plati
h
(A) (8p) = o
tj. relace neurcitosti jsou ze vSech stacionarnich stavi minimalizovany pouze pro
zékladn{ stav.

ro| St

2n+1) >

e Zapiste, jak vypadaji maticové elementy operatori H, x a p v bazi stacionarnich
stavi, tj, spoctéte

Které z téchto matic jsou diagonélni? Popf. také spoctéte

a2, = (m|2|n), p2,. = (m|p?|n).

e Jak bychom modifikovali definici kreacnich a anihila¢nich operdtorti pro posunuty
harmonicky oscilator v potencidlu
2

V= imwz(x — xp)

a jaka by byla stfedni hodnota (n|z |n)?

3.1.3 Koherentni stavy

Vlastni stavy |a) anihila¢niho operatoru a_ piislugné k obecné komplexnimu vlastnimu
¢islu a € C
a_|a) = ala)

maji fadu zajimavych vlastnosti. Jde o stavy, jejichz stfedn{ hodnoty vykonavaji kla-
sicky pohyb (harmonické kmity), a minimalizuji relace neurcitosti (a tato vlastnost se
zachovava v Case). Jde tedy o "nejklasictsjsi"stavy.

Ukazte, ze z jejich definice plyne pro koeficienty rozvoje ¢, jejich stavu do baze stacio-

narnich stavu
o0

la) = Z cnln)
n=0
rekurzivni vztah o
Cn—l—l - \/mcn

lof?
a vhodnou volbou (uvidime pozdé&ji) ¢co = e~ 2 bude




coz lze s pomoci vztahu

n) = V—W)

zapsat pomoci krea¢nich operatort také jako

_la? aalf oﬁ aa
o) = e 2}: o) = e“*+]0).

n=0

e Ukazte, Ze plati
— \a\2+\5|2 +Oé5*
(Bla) =™ 2

ZapiSte ¢asovy vyvoj stavu |a(t)).

Ukazte, Ze, s vyuzitim vyjadfeni operatoru soufadnice pomoci krea¢nich a anihi-
la¢nich operatorti, pro stfedni hodnotu soutfadnice v koherentnim stavu plati

(a(B)] 2 a(8) = y/ 2 fa]cos(ut ).

Spoctéte stiedni hodnotu energie v koherentnim stavu, tj. («| H |«).

kde o = |afeld.

Spoctéte stiedni hodnotu hybnosti v koherentnim stavu, tj. (o|p|a).

3.1.4 Relativistickd korekce

7 Taylorova rozvoje vyrazu pro relativistickou energii

E =\/p2c + m2ct = mc?

kde m je klidova hmotnost, mizeme vyraz

p4

H=—-—
g 8m3c2

chapat jako poruchu, prvni relativistickou opravu ke spektru napf. pravé harmonického
oscildtoru. Relativisticka korekce pro energie stacionarnich stavi harmonického oscilé-
toru je tedy v prvnim faddu poruchové teorie dédna stfedni hodnotou

1
B = (n|Hiln) = g (nlp'In).
Jest
. [mhw
p=1 5 ((I_;’_ — (1_)
9 mhw
pt=— 5 (a+a+ +a_a- —aya_ — a—a—i-)

oo (Y,

kde z ¢lent v zéavorce prispéji do stfedni hodnoty mezi stavy |n) jen takové, které
obsahuji stejny pocet kreacnich a anihila¢nich operatori. Protoze

apln) =vn+1n+1), a-|n)=Vnln-1),
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budou relevantni ¢leny s nenulovym piispévkem

(n|layrata_a_+a_a_ayay +aya_ara_ + a-aya—ap+apa_a_ay+ a_ajara_lln) =

-~

n(n—1) (n+1)(n+2) n2 (n+1)2 n(nt1) n(ns1)
= 6n% 4 6n+3
a tedy po jednoduchych tupravach

3 (hw)? 1
1 - 2 -
E, 16 me? <n(n +1)+ 2) :

Vsimnéte si, jak je relativisticka korekce potlacena klidovou energif ¢astice, Ze je zaporné,
a amérna n(n + 1).

3.1.5 Anharmonicky oscilator

Jako dalsi cviceni si spocitejte prvni opravu k energii pro anharmonicky oscilator, tj. s
kubickou & kvartickou poruchou, tj. Hy = Bz3 nebo Hy = ~va?.

3.2 Moment hybnosti

3.2.1 Pripomenuti

Operatory momentu hybnosti
Lz’ = eijk: :L‘jpk = —ih Eijk l’jiamk
spliuji komutaéni relace
[Li, LJ] =ih €ijk Lk .

Moment hybnosti je kvantovan ve smyslu, ze kvadrat momentu hybnosti mtize nabyvat
pouze hodnot
RA(0+1), £=0,1,2,...

a jeho projekce do jedné vybrané osy miize nabyvat hodnot mh, kde
m=—0,... 0.

Stejné komutacni relace se pak postuluji i pro operatory vnitiniho momentu hybnosti,

tj. spinu, pii¢emz dovolené hodnoty spinu jsou s = 0, %, 1, % e

Spole¢né vlastni stavy operdtort L2 = L? + L2 + L% a Ly spliuji

L*[6,m) = R0 +1)|6,m) (3.9)
Lslt,m) = mhl|l,m) (3.10)

a jsou ortonormélni, tj.
,mll' ;m'y = Sppr Gy -
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3.2.2 Priklady
Dokazte s pomoci definice L; = €;;; xjpr, = —ih €5, mj% a pomoci kanonickych komu-
tacnich relaci
[xi,2;] =0, [pi,ps] =0, [z5,p;] =1héy;

néasledujici komutacni relace

[ ] [Lz, .%'j] =1ih eijk T

e [Li,pj] = iheiji pr

e Pomoci vySe uvedenych komutéatora ovéite, ze [L;, L;] = ih €, Ly, .
Dle definice posunovacich operatorta

Li=1L1+iLs,

které "skacou"ze stavu |[¢, m) do stavii s kvantovym ¢islem m zménénym o jednotku, tj.

Lylt,m) = Af J6m+1), A7, =h/{EFm) [l £m+1),

naleznéte inverzni vztahy, tj. vyjadiete operatory Ly a Ly pomoci L4, a spoc¢téte s jejich
pomoci nasledujici dlohy.

e Dokazte, ze (¢,m| L1 2[¢,m) =0 a také (¢,m| L+ |¢,m) =0
e Spoctéte stfedni hodnoty L1 2 ve stavu, ktery je dan superpozici

Nejprve si normalizujte stav, a nasledné se presvédcte, ze pro stfedni hodnotu her-
mitovského operatoru opravdu dostévate realné ¢islo. Specialné byste méli najit,

ze
Im{a* 5}
laf? + [B[?

tj. aby vysledek nebyl nula, musi mit alespon jedno z ¢isel «, 8 netrividlni imagi-
narni ¢ast, ale také nemohou byt obé ryze imaginarni.

(I L2 [x) = /(€ +m) (£ —m +1)

e Spoctéte (¢,m| L3 o ¢, m).

e S pouzitim téchto vysledkt ovérte relace neurcitosti mezi stfednimi kvadratickymi
odchylkami operatort L; a Lo ve stavech |¢,m), tj. ovéite, Ze

)

(AL1)? = (6,m| (L1 — (L1))? €, m) = (LF) — (L1)®

[L17 LQ]
2i

(AL)*(ALy)?* > (<€m‘

kde napf.

a dokazte, ze v nich dochazi k rovnosti pro stavy s extrémnimi vahami, tj. kdyz
m = +/.
e 7 vyjadieni L? = LoL+ + L% ¥ hL3 ovéite, ze L3¢, m) = h2L(£ + 1)|¢, m)

e Spoctéte maticovy element (¢,m| Ly o |¢,m') a vyjadiete jej jako funkci £ a m.
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3.2.3 X-reprezentace, sférické harmoniky

Polohovy vektor v kartézskych soufadnicich & = (z,y, z) je v polarnich soufadnicich

x = rsinfcos¢ (3.11)
= rsinfsin¢ (3.12)
z = rcosf (3.13)

a pro operatory momentu hybnosti plati

. ) ) 1o
L2 — —FL2 _ in g — _ 14
Lineae (Sm ae) * sin268¢2} (3:.14)
~ 0
(3.16)

Analogie abstraktnich rovnic jsou v X-reprezentaci rovnice

L*Yym(0,9) = B0 +1)Yem(0,0) (3.17)
LsYim(0,6) = mhYim(6,0) (3.18)
tj.
o[ 1 0 (. 0 1o e
—h Lineae(mgae)umww} Yim(0,0) = B20(0+1)Yym(6,$)(3.19)
0

a tedy po zavedeni separace proménnych Yy ., (6, ¢) = Op p,(0) D1 ()

1 0 (. 0 m?

. 0
—ihgg Em(d) = mhPm(g) (3.22)

jejichz Fesenimi jsou kulové funkce (nazyvané téz sférické harmoniky)
Yim(0,¢) = (Z[l,m) .

a FeSenim rovnice [3.22)
O, (¢) =Ce™?

a z divodu periodicity
Py (¢ + 2m) = P (9)

musi byt m celé &islo a tedy ¢ pfirozené (veetné nuly). Orbitalni moment hybnosti (tedy
takovy, ktery je spjat s n&jakou rotaci v redlném prostoru) tedy muze nabyvat pouze

hodnot h\/¢(£ + 1) kde £ =0,1,2....

Sférické harmoniky maji tvar
Yo (0, ¢) ~ Pi"(cos0) e™?

kde tzv. pridruzené Legendreovy polynomy
) ) d [m|
P () = (1 — 2?)mV/ (d:C) Py(x)
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a kde Legendreovy polynomy

Py(x)

1 /d\*

Nejde v pravém smyslu o polynomy, neb P} (x) mohou obsahovat faktory typu v1 — 22,
pro P(cosf) jde v8ak o polynomy v cosf a sin6.

Plati dale normalizace

//Y[;n(ﬁ, ¢) Yglm/(e, (Z)) sin9d9d¢ = 5([’5mm/
0 0

nékolik prvnich kulovych funkci mé tvar

Yoo

Yio

Yi41

Yo

Yoi1

Yoio

1\ 1/2
" (4w>
1/2
+ i) cos 6
3\ 1/2 .
F > cos f eti?

(3.23)
(3.24)
(3.25)
(3.26)
(3.27)

(3.28)

a jejich kvadraty jsou formou sférického grafu (kdy jako velikost poloméru je vynesena
hodnota |Y'|? v daném sméru) na Obr.
Ukazte z vyjadieni 7e dostanete ocekavany vysledek po ptisobeni operatoru L? na

funkee [3.25] [3.26] a [3.27]
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Obrazek 3.1: Kvadraty sférickych harmonickych funkei pro (shora doli) £ =0...4.
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3.3 Spin
Vlastni vektory operatoru S3 budeme znadit jako

1 1
27 2

+3) == heh =11
\; —;> =9 =)=l

a z definice pro né plati
A h
Szl+) = +3 |£)

Ukazte, ze ze standardniho vyjadfeni Pauliho matic v bazi vlastnich vektorti matice o3

e NG) e
soen(§): s a2 )

lze zpétné ziskat tvar operdtora S ve tvaru napf.

a tedy také

8= D[R H — 1)4-1]

Naleznéte obdobné tvary operatori S, a nakonec i 5’172 dle jejich vyjadieni pomoci Sy
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3.4 Atom vodiku
Spektrum energie je F, = —ﬁoﬂmeca n=1,2,..., a = 1/137 je konstanta jemné

struktury a = #zhc. VInova funkce atomu vodiku

wnfm@:) = vam<97 ¢)Rnf(r) = <w‘wn€m> ;

r = +/x - x, a protoze Yy, je vlastni funkce operatoru Lsi IAJQ, plati také

ES anﬁm> = mh ’¢n€m> ( )
IA/:I: |wnﬁm> = Azm ’wn,&miﬁ (332>
(3.33)
(3.34)

Apm = WETmM)EEm+1)
I:I"‘/}nfm> = En’¢n€m>~

Lze také znalit [tnem,) = [nfm) :)
Operatory H, L? a Ls tvoii nejvétsi mnozinu vzajemné komutujicich operatori,

0 = [Ls, L (3.35)
0 = [H, L7 (3.36)
0 = [H Ly, (3.37)

a tedy tzv. tplnou mnozinu pozorovatelnych (UMP). Existuji jejich spole¢né vlastni
funkce, a v téchto stavem mohou fyzikilni veli¢iny spojené s témito operatory nabyvat
ostrych hodnot. Jde o integraly pohyby, v téchto stacionarnich stavech tyto veli¢iny maji
casoveé nezavislé stfedni hodnoty. Podotknéme, Ze existuje jesté jeden integrél pohybu,
kterym je Runge-Lenziiv vektor ktery je potfeba do operatorové podoby vyantisymet-
rizovat (kviili nekomutativité x a L) na tvar

Zah 1 .
_za c§<+—<f)><L—L><f))

r 2m

R

Pomoci néj lze dokonce odvodit kvantovani energii atomu vodiku cisté algebraicky
(Pauli, Weinberg).
Priklad:

Stav atomu vodiku je v ¢ase t = 0 popsén superpozici

1¥(0)) = C[2[Y100) + [¥211) — i|¥310) |

1. Normalizujte stav za predpokladu (Vnem|Unerm’) = Snn dee Sy -
2. Urcte, jaké hodnoty

(a

)
(b) ¢tverce momentu hybnosti
()

miuzete v tomto stavu namérit v ¢ase ¢t = 0.

energie

projekce m.h. do sméru osy z

3. Zapiste stav v ¢ase t > 0. Pracujte bud v ketech nebo si zkuste i zapis v X-
reprezentaci pomoci ¥y, ().
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4. Spocitejte nyni stiedni hodnoty velicin z bodu |2, a to ve stavu |y (¢)), t > 0.

5. Nakonec, pomoci posunovacich operdtort momentu hybnosti spocitejte stiedni
hodnotu projekce m.h. do osy z, tj. (L1)y()

Bude se vam hodit zadefinovat si we3 = @

Piiklad:
VInové funkce atomu vodikového typu, tj. vizané stavy elektronu v Coulombickém poli
naboje Zle| jadra, maji chovani

m oo (227N ot (227N 20 /ma
Vnem (7,0, 9) NPtJ ‘(cosﬁ)e ¢ () L2£+€1 1 <> o—2r/

na na

kde Pgm‘ je pridruzeny Legendretiv polynom, Lg[fl_ !je pFidruzeny Laguerrtiv polynom,
aaqa= ﬁ, tj. @ = 137 - ACompton/Z = ap/Z, kde ap je Bohriv polomér vodiku, cca
0,0529 nm.

Laguerriv polynom stupné je definovan jako

d q
— o7 - —T 9
Ly=e <dx> (e T )

a k nému pfidruzeny polynom stupné ¢ — p je

zy =1 () L

Uvédomte si, Ze vlnova funkece v pocatku, tj. 1,0, (0, 0, ¢) je nenulova pouze pro s-stavy,
tj. £ = 0. Hustota pravdépodobnosti je tim "rozlozit&jsi", ¢im vyssi je dana energeticka
hladina dané ¢islem n, a tim "semknutéjsi"okolo jadra, ¢im je vétsi Z, pohledem na
faktory v exponentu.

Priifezy vybranymi hustotami [t¢yem,(2)|? v roving y = 0 jsou vyobrazeny v Apen-

dixu
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3.5 ReSeni zkuSebni pisemky

3.5.1 Priklad — Harmonické superpozice, 4b
Naleznéte stfedni hodnoty energie, souradnice a hybnosti, a to jako funkci ¢asu, pro
superpozici vlastnich stavi energie harmonického oscilatoru, ktera je v ¢ase t = 0 dana

Yt =0))=—=(n) +n+1)) .

1
V2

Pokud bude potreba, s vyhodou vyuzijte vyjadieni

R ho R . /mhw R
= Qmw(cu—i—a,), a p=i— (G4 —a-—)

a vyhledejte si vysledky pusobeni operatorii a4+ na obecny stav |n) veetné normalizace.
Nakonec, s vyuzitim poznamek zapiste tvar odpovidajici vlnové funkce v z-reprezentaci
obecné pro t > 0.
Reseni: ¢asovy vyvoj stavu je dan

1

9(0)) = 5 (Inhe /" - 1o Fnt/)

S vyuzitim
En+1/h — En/h = w
Stredni hodnota hybnosti pak vyjde

(Po(t) = (W) plot) = —vVn+ 1 w/”“f“’ sin wt

Stfedni hodnota energie vyjde nezavisla na ¢ase, nebot kvili kolmosti stavi zistanou
jen diagonalni elementy, kde se ¢asova zavislost vyrusi. Vyjde

(H)u(t) = %hw [(mé) 4 (n—i—l—i—i)} —hw(n+1).

Nakonec, stfedni hodnota souradnice bude zaviset harmonicky na funkci kosinus.

3.5.2 Piiklad — Casovy vyvoj v jams, 4b

Urcete Casovy vyvoj stiedni hodnoty hybnosti ve stavu, ktery je superpozici dvou nejniz-
sich vlastnich stavi energie ¢astice v nekoneéné hluboké jamé, pficemz stavy prispivaji
do vlnové funkce v poméru 1 : /2. Normalizujte stav.

Jaké jsou mozné vysledky méfeni energie, a s jakou pravdépodobnosti je nalezneme?
Népovéda: zapiSte si nejprve vinovou funkci v ¢ase t = 0, dodejte Gasovou zavislost, a
nésledné spoctéte stfedni hodnotu hybnosti. Tato napovéda u zkouskové pisemky nutné
nebude:) Muzete také pracovat s obecnou superpozici popf. i obecnym n a m, a kon-
krétni koeficienty dosadit az v zavéru.

Pomnéte, Ze n-ty stacionérni stav CGastice v nekone¢né hluboké jamé sitky a je dan

a prislusné dovolené energie jsou dany

m2h?

2ma?

En:EonQ, kde Ey=
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Reseni:
Ze zadani lze snadno odvodit, Ze

wit = 0) = —= (01 +V2um)

a tedy

W(t) = \}?j (¢1e—iE1t/h n \/§¢2e—iE2t/h>

Pro vypocet stfedni hodnoty hydnosti je potfeba znat maticové elementy operatoru
hybnosti mezi stavy 9,k = 1,2, obecné tedy potFebujeme znat

. 5 . . d A . . %
V z-reprezentaci vede ptisobeni p = —ih g na stavy v jamé na funkci kosinus, a potte-
bujeme obecné spocitat integral z vyrazu

sin(nmx/a) cos(mrx/a) .
S vyuzitim
2sinz cosy = sin(x + y) + sin(z — y)
vychézi pn, =0 a pron #m

ihm (—1)"+m -1 n (—1)”_m -1
a n+m n—m

Pnm =

a tedy pouze pro pravé jedno z m ¢ n liché vyjde

4ih mn

DPnm = — 2

a(n? —m?)

a jinak nula. VSimnéme si, Ze dle o¢ekavani p,,, = p,,,.- Nakonec vyjde

W) = w10y = 22 (21).

Zkuste si ovérit, ze stfedni hodnota souradnice se bude harmonicky ménit jako sinus, a
stfedni hodnota energie na Case zaviset nebude.

3.5.3 Priklad — Matice spinu J, 1b

Naleznéte matici S3 prislusnou operatoru Ss projekce spinu ¢astice se spinem J do tfeti
soufadné osy, a to v maticové reprezentaci v bazi |.J, M), tj. (S3)m.n = (J, M| Ss|J, N)
s vyuzitim toho, Ze jde o vlastni vektory pravé Ss.
Néapovéda: uvédomte si, Ze posledni tvrzeni znamena, Ze 5‘3|J, M) = Mh|J, M).
Nakonec, napiste explicitné tuto matici pro p¥ipad spinu 1 (nap¥. pion 1) a 3/2 (napt.
rezonance A1),
ReSeni: Maticové elementy operatoru Ss si v bazi jeho vlastnich vektort, o kerych
vime, ze S3|.J, M) = Mh|J, M) mizeme usporadat do matice, kterou si zadefinujeme
jako R

(S2)mmr = (J, M| S; |J, M')
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a tedy

o | M-S Ay M-S M=) e (M =150 M)

Tato matice je diky ortogonalité (J, M|J, M") = dprpp déna diagonalni matici

(S2)mmr = MRSy

a tedy

-M

Touto matici prevedeme piisobi operatoru S5 na obecné spinové vektory |x) v Hilbertové
prostoru na maticové nasobeni 2.J + 1 rozmérnych vektoru y, které jsou vyjadrenim |y)
ve stejné bazi jako matice:

(J, M|x)
(J, M —1[x)
X=1
<J7 —M + 1|X>
Nakonec,
T 3/2
W= _ .0 - §(J=3/2) _ -2
P . ) z . . —1/2

~3/2

3.5.4 Larmorova porucha, 3b

...aneb Srovnejte si pfisté v labu pole.
Uvazujme hamiltonian odpovidajici potencialni energii ¢astice se spinem 1/2 v homo-
gennim magnetickém poli orientovaném podél osy z

HO = —’}/BSZ
s vlastnimi stavy xﬂf) a jim odpovidajici energie Eio ) = FyBh/2. Uvazujme nyni do-
datecnou poruchu danou pfitomnosti slabého magnetického pole ve sméru osy x

Hy=—-evBS,, gl < 1.

Ukazte, Ze prvni oprava k energii vlastnich stavli x4+ neporusSeného hamiltonianu je v

. . s s . . . . vy x . . 1 "
ramci stacionarni poruchové teorie nulovi. Déle spoctéte prvni korekci X(i) k neporuse-

nym spinordm X(f ) a druhou korekei k jejich energiim Ef ), Zapiste celkovou opravenou
energii resp. opraveny stav do Vami nalezeného prvniho resp. druhého fadu poruchové

teorie.
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Pracujte s vyhodou bud v maticové reprezentaci v bazi vlastnich vektorti operatoru Ss
nebo si vyjadiete operator S, z definic posunovacich operatori

Si =S, £iS,

a vyuzijte toho, ze

Sils,m) = A§m|s,m +1), Asi’m =h/(sFm)(stm+1).

Opakovani: Nedegenerovana poruchové teorie:
Rozdélme hamiltonian systému H na ¢ast Hy, kterou umime fesit (zname jeho vlastni
vektory a prislugné energie), tj. zname

Hy [p0y = BO [y,

a na Cast Hy, ktera je obtizné fesitelna a soucasné "mala"viuci Hy (ve smyslu velikosti
prispévku k celkové energii).

Rozvinutim v néjakém malém parametru poruchy ziskAme rozvoj pro energie a stavy
plné ulohy

E, = EO4+EV+E® ... (3.39)
n) = [+ o))+ - (3.40)
(3.41)

pricemz lze zajistit, Ze |¢,(11)) neobsahuje pfimés |¢,(10)>.
V prvnim fadu poruchové teorie je pak oprava k energii dana stfedni hodnotou poruchy
v neporuSeném stavu

EY = @0 Hr [0).

Tato oprava vSak muze byt nulové, a casto je potfeba vyhodnotit druhou opravu k
energii, kteréd je rovna

2
@1 Hr o)
EY - B

EP =Y

m#n

Prvni oprava ke stavu je pak rovna

(0) (0)
m#n En - Em

Regeni: Protoze volny hamiltonian je amérny S, jsou neporuSené energic
0 h
EY) = FyB3

a vlastni vektory X(io ) jsou i vlastnimi vektory Hy.
V naSem piikladé je prvni oprava k energii je nulova (ukazte si ale explicitné!), nebot

maticovy element poruchy je nulovy mezi kazdym ze stava
_ (1 ©_ (0
(o) = (1)
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Pro druhou opravu energie potifebujeme vyhodnotit maticové elementy jako napf.

0 0), |2

o |6OTHIND) h

By = 0 o = 1B
EY — g© 4

Obdobné pro opravu vlnové funkce, a celkové
h
EY =528

1 € (0
X(i) = igx(;)

popr. celkové opravené energie a spinory
h g2
Ei~F-—~AB(1+ —
+ ?27 < + 5 >

0 € (0
X = XY + §x(¢)

DN =
N——
s
0
2
VN
o

[Ne]10)
N———

X+’f5<
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Kapitola 4

Dopliky

4.1 Laplacedv operator
V kartézskych (René Descartes) soutfadnicich je gradient
o 0 0
V= a9 Y a_
ox’ 0y’ 0z
a Laplacetv operator lze vyjadrit jako

3 2 2 2 2
A=y vy 0 00

ouF 0 Oy 02
Ve sférickych souradnicich pak

10 0 1 1 0 o 1 92
A= o \"ar) e lmeee 0% ) T anza s 4.1
r2 or <T 87") + r2 [Sinﬁ 00 <Sm ag) + Sin208¢2] (4.1)

10 (,0 i?

- 2o \"ar) w2 42
. r2or (T 8r> %2 (4.2)

4.2 Delta funkce

Delta funkce je zobecnénou funkci, presnéji distribuci, jejiz smysl je v "pusobeni"na
néjakou péknou (hladkou, integrovatelnou) funkei "pod integralem".
Jeji definice je

| r@)ste —ayte = fl) = (£.5,)
a specialné tedy

/ f(@)6(x)da = (£.6) = £(0),
R

/]R6(w)dm =1.

Derivace delta funkce: z integrace per partes a z podminky normalizovatelnosti testovaci
funkce (tj. funkce musi v nekone¢nech ubyvat k nule)

(f? 5/($)) - _(f/7 5)
tj. napft.

/ f(x)d (x — a)dx = —f'(a)
R
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Dalsi prace s delta funkei:

Sg@) =3 W

0
kde xg jsou kofeny rovnice g(z) = 0. Specialné pak napf.

1

~ al

d(ax) d(z).

Delta funkce je symetricka
6(x —y) =6y —x).
Priklad: upravte integraly

/ f@)S(VPE + mid — E)dp, / F@)9(p)S(RE + m2et — E?)dp
R R

Integralni reprezentace delta funkce:

o(x) = ;ﬂ/ﬁexp[iij]dk

aneb delta funkce jako Fourierova transformace jednotky.
Reprezentace jako limita posloupnosti funkei:
1 sin( Ax
0(z) = — lim (4z)

T A—o0 T

Vice viz wikipedia ¢i http://mathworld.wolfram.com/DeltaFunction.html.

sin([0]*x)/x

H
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Obrézek 4.1: Iustrace posloupnosti funkei sin Az/x vedouci limitné na delta funkci.
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4.3 VlInové funkce a hustoty pravdépodobnosti pro c¢astici
v 1D nekonec¢né hluboké potencidlové jameé

’>? =
= C —— V2/asin(6 mx/a) +225 —— V2/asin(3mx/a)+9.0
30 C —— \2/asin(5 mx/a)+18.0 —— V2/a sin2 tx/a)+4.5
- — \2/asin( nx/a) + 135 —— V2/asin(11ix/ a) + 0.0
25

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

Obrazek 4.2: Vinové funkce nékolika prvnich stacionarnich stavi ¢astice v nekonecné
hluboké potencidlové jamé (+konstanta).
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p(x)

—— 2/asin®(6 tx/a) + 22.5
2/a sin®(5 x / a) + 18.0
2/a sin’(4 mx/a) + 13.5

2/asin’(3 x/a) + 9.0
2/asin®(2 mx/a) + 4.5
2/a sin’(1mtx / a) + 0.0

30

25

20

15

10

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

Obrazek 4.3: Hustoty pravdépodobnosti nékolika prvnich stacionarnich stavi ¢astice v
nekone¢né hluboké potencidlové jamé (+konstanta).
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4.4 Stacionarni stavy 2 a 3 rozmérné nekonec¢né hluboké
potencialové jamy

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0.

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

0.9|

0.8

0.7|

0.6

0.5f

0.4

0.3

0.2

0.

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Obréazek 4.4: Hustoty pravdépodobnosti vybranych stacionarnich stavii 2D nekoneéné
hluboké potencialové jamy.
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1;
0.9;
0.8
0.7:
0.6
0.5
0.4:
0.3:
0.2;
0.1
0
b

Obrazek 4.5: Hustoty pravdépodobnosti stacionarnich stavi 3D nekoneéné hluboké po-
tencidlové jamy.
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4.5 VlInové funkce harmonického oscilatoru

5 —— Hy(E) exp(-£%/2) + 10 —— H,(E) exp(<£%/2) + 4
N —— H,(€) exp(-£/2) + 8 Hy(€) exp(-£/2) + 2
12 —— Ha€) exp(-£72) + 6 —— Hy(E) exp(£7/2) + 0

_2 IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII|IIII

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

5
¢

Obrazek 4.6: Vinové funkce nékolika prvnich stacionérna stavi harmonického oscilatoru
(+konstanta). Svislymi ¢arami jsou oznaceny klasické body obratu (bod, kdy je ener-
gie objektu hmoty m v kvadratickém potencialu rovna potencialni energii, a kineticka
je tedy nulova), které oddéluji klasicky dostupnou (centralni) a nedostupnou (vnéjsi)
oblast.
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Tul — H© exn(8) + 10— H(E exp(e) + 4
- HE) exp(£ +8 — Hi©) exp() + 2
L — H3(€) exp(€) +6 —— H(E) exp(-€") + 0

_2 _I 111 | | | | | | | | | | | | | | | | | |
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
3

Obrazek 4.7: Hustoty pravdépodobnosti nékolika prvnich stacionarnich stavit harmonic-
kého oscilatoru (+konstanta). Svislymi ¢arami jsou oznaceny klasické body obratu (bod,
kdy je energie objektu hmoty m v kvadratickém potencidlu rovna potencidlni energii, a
kinetické je tedy nulova), které oddéluji klasicky dostupnou (centralni) a nedostupnou
(vné&jsi) oblast.

o4



4.6 Castice v pravouhlé (konec¢né hluboké) potencidlové
jame
Ze spojitosti vlnové funkce a jeji prvni derivace na okrajich jaAmy x = +a dostdvame

pro dovolené hodnoty energii ¢astice v konec¢né hluboké pravoihlé jamy hloubky Vg a
sitky 2a jsou dany FeSenimi transcendentnich rovnic (kazdéa pro suda resp. licha FeSeni)

2
tanz = (Z> -1

z
resp.
2
—cotz = (ZO) -1
z
kde )
—2mFE 2ma
z=ka, k= R zg: 72 .
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Finite square well energy solutions
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Obrazek 4.8: Dovolené energie jako priseciky funkei tan z a — cot z s funkei

pro elektron v pravothlé jamé hloubky 100 eV a sitky 2 nm.
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Finite square well energy solutions

20
18
16

14

12

10

o

Obrazek 4.9: Dovolené energie jako priseciky funkei tan z a — cot z s funkei (%0)2 -1
pro alfa Gastici v pravouhlé jamé hloubky 1 GeV a sitky 1 fm.
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L/(1.+[0]2/(4*x*(x+[0))*(sin(2*[2]/[3]*sart(2*[1]*(x+[0])))"2)

1
0.8
0.6
0.4
0.2

0O 5‘ ‘ 1‘0 ‘ 1‘5 ‘ 2‘0 ‘ 25)<10-6

Obrézek 4.10: Koeficient prichodu elektronu jako funkce energie elektronu (v MeV) pies
provothlou jamu sitky 2 pm a hloubky 5 eV.
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4.7 Pruarezy orbitali atomu vodiku

s 3
~ F
C 10
ol
C 10
IO G T . R
L 10
Ol o N G
C 10
| ERTEERTS -0 SN SRS S RUPeer SRS 10
DY IO IO .~ ..., . o E NN 10
I PRI BRI IAPETI AT A A 10
=3 -2 -1 0 1 2 3

x/a

Obrazek 4.11: Prifezy orbitald atomu vodiku v prvnich dvou s-stavel (¢ = 0). Vsim-
néte si uzlu radialni funkce stavu 2s na dvojnasobku Bohrova poloméru (na prifezu
zvyraznéno logaritmickym méfitkem barevné skaly).
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Obrazek 4.12: Prufezy orbitald atomu vodiku, orbitaly 2p, (¢ = 1), 3d,2 ({ =2) a f
(¢ = 3) pro kvantové ¢islo m = 0.
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Obrazek 4.13: Prufezy orbitala atomu vodiku, orbitaly f (¢ = 3) na 4. energetické
hladiné pro rtzné hodnoty ¢isla m = 1,2, 3
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