
Seznam domáćıch úkol̊u

• Dokažte, že plat́ı [Â, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ, Â]] + [Ĉ, [Â, B̂]] = 0 (Jacobiho identita).

• Pomoćı př́ıklad̊u z hodiny [x̂, p̂n] a [x̂n, p̂] odvod’te komutátory [x̂, F (p̂)] a [G(x̂), p̂].

1.6 Cvičeńı 7

Př́ıklady k procvičeńı

• Určete normalizačńı konstantu A Gaussovského baĺıku a dále časový vývoj tohoto
stavu ψ(x, t) a hustotu pravděpodobnosti ρ(x, t) je-li v čase t = 0 dán funkćı

ψ(x, t = 0) = Ae−ax
2
; a ∈ R, a > 0. (1.20)

Časový vývoj určete pomoćı rozkladu vlnové funkce ψ(x, t) do vlastńıch stav̊u
operátoru hybnosti

ψp(x, t) =
1√
2πh̄

ei px
h̄ (1.21)

jako

ψ(x, t) =

∫
R

g(p)ψp(x, t) dp . (1.22)

• Griffiths Prob. 1.15 str. 22. – nezachováváńı hustoty pravděpodobnosti pro kom-
plexńı potenciál, model nestabilńı částice.

1.7 Cvičeńı 8

• Vlnové funkce lineárńıho harmonického oscilátoru jsou dány

ψn(x) =
(mω
πh̄

)1/4 1√
2nn!

Hn(ξ)e−ξ
2/2 , ξ ≡

√
mω

h̄
x

a d́ıky relaci ortogonality pro Hermitovy polynomy∫
R

Hn(ξ)Hm(ξ)e−ξ
2
dξ =

√
π 2nn! δnm

splňuj́ı ∫
R

ψ∗n(x)ψm(x)dx = δnm .

• Pro koeficienty jejich rozvoje do polynomů ξj plat́ı rekurzivńı vztah

aj+2 =
−2(n− j)

(j + 2)(j + 1)
aj .

Odvod’te pomoćı něj prvńı 3 Hermitovy polynomy.

• Hermitovy polynomy splňuj́ı

Hn(ξ) = (−1)n eξ
2 dn

dξn
e−ξ

2
(1.23)

Hn+1(ξ) = 2ξ Hn(ξ)− 2nHn−1(ξ) (1.24)
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• Spoč́ıtejte podle výše uvedených vtah̊u Hermitovy polynomyH3(ξ),H4(ξ) aH5(ξ)

• Plat́ı dále

Hn(ξ) =

(
2ξ − d

dξ

)n
· 1 (1.25)

H ′n(ξ) = 2nHn−1(ξ) (1.26)

Hn+1(ξ) = 2ξ Hn(ξ)−H ′n(ξ) (1.27)

Hn(ξ) = 2n e−
1
4
D2
ξ ξn , Dξ ≡

d

dξ
(1.28)

• Výsledky, ke kterým byste se měli dobrat:

H0(ξ) = 1 (1.29)

H1(ξ) = 2ξ (1.30)

H2(ξ) = 4ξ2 − 2 (1.31)

H3(ξ) = 8ξ3 − 12ξ (1.32)

H4(ξ) = 16ξ4 − 48ξ2 + 12 (1.33)

H5(ξ) = 32ξ5 − 160ξ3 + 120ξ (1.34)

H6(ξ) = 64ξ6 − 480ξ4 + 720ξ2 − 120 (1.35)

1.8 Cvičeńı 9

Př́ıklady k procvičeńı

• Ukažte, že projekčńı operátor P̂ϕ ≡ |ϕ〉〈ϕ|, kde 〈ϕ|ϕ〉 = 1, je hermitovský (P̂ †ϕ =
P̂ϕ) a idempotentńı (p̂2

ϕ = p̂ϕ).

• Dokažte, že libovolné dva operátory Â a B̂, které spolu komutuj́ı [Â, B̂] = 0, maj́ı
společné vlastńı vektory.

• Napǐste rozklad stavového vektoru |ψ〉 ve spočetné bázi |ϕn〉 z definice

|ψ〉 =

∞∑
n=0

cn|ϕn〉 (1.36)

– Odvod’te z rozkladu výpočet koeficient̊u rozkladu cn = 〈ϕn|ψ〉.
– Odvod’te rozkladovou formuli vložeńım relace úplnosti

1̂ =
∞∑
n=0

|ϕn〉〈ϕn| (1.37)

a s pomoćı definičńıho vztahu pro rozkladové koeficienty cn = 〈ϕn|ψ〉.

• Stejně jako v minulém př́ıkladě proved’te rozklad vektoru 〈ψ| do spojité báze
|p〉, p ∈ R.

• Normalizujte stav
|ψ〉 = α|ϕ1〉+ β|ϕ2〉, (1.38)

kde 〈ϕm|ϕn〉 = δmn.
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