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            TThhee  ppoossssiibbii ll ii ttyy  ooff   BBoossee--EEiinnsstteeiinn  ccoonnddeennssaattiioonn  wwaass  oobbttaaiinneedd  

tthhrroouugghh  tthhee  ssttuuddyy  ooff   tthhee  bbeehhaavviioouurr  ooff   mmoommeennttuumm  ssttaatteess  k   ooff   aa  ggaass  ooff   
ppaarrttiicclleess,,  ii ..ee..  bbyy  uussiinngg  mmeetthhooddss  ooff   ccoonnvveennttiioonnaall   qquuaannttuumm  mmeecchhaanniiccss  
ddeevveellooppeedd  iinn  aann  aabbssttrraacctt  pphhaassee  ssppaaccee  oonn  tthhee  aattoommiicc  ssccaallee,,  1100--1100  mm..  AAss  
tthhee  ddeennssii ttyy  iinnccrreeaasseess  oorr  tthhee  tteemmppeerraattuurree  ddeeccrreeaasseess,,  tthhee  nnuummbbeerr  ooff   

aacccceessssiibbllee  ssttaatteess  k   ppeerr  ppaarrttiiccllee  bbeeccoommeess  ssmmaall lleerr,,  ssuucchh  tthhaatt  aatt  ssoommee  

mmoommeenntt  mmoorree  ppaarrttiicclleess  wwii ll ll   bbee  ttrraannssffeerrrreedd  iinnttoo  aa  ssiinnggllee  ssttaattee  k0   tthhaann  

ssttaattiissttiiccaall   mmeecchhaanniiccss  pprreessccrriibbeess..  TThheenn  ssiinnggllee  eexxttrraa  ppaarrttiicclleess  aaddddeedd  ttoo  
tthhee  ssyysstteemm  wwii ll ll   ggoo  iinnttoo  tthhaatt  ggrroouunndd  ssttaattee  ttoooo..  
              TThhee  GGrroossss--  PPii ttaaeevvsskkii   eeqquuaattiioonn    
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iiss  ttrreeaatteedd  aass  tthhee  bbeesstt  eeqquuaattiioonn  ddeessccrriibbiinngg  tthhee  bbeehhaavviioouurr  ooff   tthhee  BBoossee--
EEiinnsstteeiinn  ccoonnddeennssaattee  aanndd  iiss  ooff tteenn  aappppll iieedd  ttoo  aannaallyyssee  vvaarriioouuss  aassppeeccttss  
aassssoocciiaatteedd  wwii tthh  tthhee  ccoonnddeennssaattiioonn..  
  

  

22..  TTHHEE  SSTTRRUUCCTTUURREE  OOFF  RREEAALL  SSPPAACCEE  [[11]]  

WWee  ssttaarrtteedd  ff rroomm  tthhee  nneecceessssii ttyy  ooff   tthhee  tthheeoorreemm  aabboouutt  
““ ssoommeetthhiinngg”” ,,  wwhhiicchh  iinnttrroodduucceedd  pprreell iimmiinnaarryy  eelleemmeennttss  nneeeeddeedd  ttoo  
ccoonnssttrruucctt  aa  pphhyyssiiccaall   uunniivveerrssee..  OOnnllyy  aaff tteerr  tthhaatt  oonnee  mmaayy  
ffoorrmmuullaattee  aa  tthheeoorreemm  aabboouutt  eevveerryytthhiinngg,,  ii ..ee..  tthhee  uunnii ff iiccaattiioonn  ooff  aall ll   
ffuunnddaammeennttaall   iinntteerraaccttiioonnss,,  ssuucchh  aass  eelleeccttrroommaaggnneettiicc,,  wweeaakk,,  
ssttrroonngg,,  aanndd  aallssoo  iiggnnoorriinngg  eeqquuaall llyy  iimmppoorrttaanntt  iinntteerraaccttiioonnss  ssuucchh  aass  
ggrraavvii ttaattiioonnaall   aanndd  qquuaannttuumm  mmeecchhaanniiccaall   ((ssoommeettiimmeess  rreeffeerrrreedd  ttoo  
aass  tthhee  CCaassiimmiirr  ffoorrccee  aanndd  ssiimmii llaarr  pphheennoommeennaa))..    
                  TThhee  ssttuuddiieess  ccaarrrriieedd  oouutt  iinn  wwoorrkkss  sshhooww  tthhaatt  tthhee  oorrddiinnaarryy  
pphhyyssiiccaall   ssppaaccee  iiss  ccoonnssttrraaiinneedd  ttoo  eexxiisstt  iinn  tthhee  ffoorrmm  ooff   aa  
tteesssseell llaattiioonn  llaattttiiccee  ooff   pprriimmaarryy  ttooppoollooggiiccaall   bbaall llss..  TThhiiss  
mmaatthheemmaattiiccaall   llaattttiiccee  ooff   bbaall llss  wwaass  ccaall lleedd  tthhee  tteesssseell--llaattttiiccee..  TThhee  
ssiizzee  ooff  tthheessee  bbaall llss,,  wwhhiicchh  iinn  tthhee  tteesssseell --llaattttiiccee  rreepprreesseenntt  cceell llss,,  

wwaass  eeqquuaatteedd  ttoo  tthhee  PPllaanncckk  lleennggtthh,,  ~/ 3
P cGl h= 3510−

  

mm..  AA  ppaarrttiiccllee  wwaass  ddeetteerrmmiinneedd  aass  aa  llooccaall   ddeeffoorrmmaattiioonn  ooff   tthhee  
tteesssseell --llaattttiiccee,,  ii ..ee..  aa  ff rraaccttaall   vvoolluummeettrriicc  ccoonnttrraaccttiioonn  ooff   aa  cceell ll   wwaass  
aassssoocciiaatteedd  wwii tthh  tthhee  ccrreeaattiioonn  ooff   mmaassss  iinn  tthhee  ddeeggeenneerraattee  tteesssseell --
llaattttiiccee..  IInn  ppaarrttiiccuullaarr,,  aa  ssttaabbllee  ff rraaccttaall   vvoolluummeettrriicc  ddeeffoorrmmaattiioonn  
wwaass  aassssoocciiaatteedd  wwii tthh  aa  ppaarrttiiccllee..  TThhuuss,,  aann  aappppeeaarraannccee  ooff   aa  llooccaall   
ddeeffoorrmmaattiioonn  iinn  tthhee  tteesssseell --llaattttiiccee  mmeeaannss  tthhee  ccrreeaattiioonn  ooff   mmaatttteerr  iinn  
tthhee  ddeeggeenneerraattee  ssppaaccee..  AA  ssuurrffaaccee  ff rraaccttaall   ddeeffoorrmmaattiioonn  ooff   ssuucchh  aa  
ppaarrttiiccllee  mmeeaannss  tthhee  ccrreeaattiioonn  ooff   aa  cchhaarrggee  aanndd  pprroodduucceess  aa  cchhaarrggeedd  
ppaarrttiiccllee..    

  
33..  TTHHEE  SSUUBBMMIICCRROOSSCCOOPPIICC  MMEECCHHAANNIICCSS    [[22]]  

TThhee  mmoottiioonn  ooff   aa  ppaarrttiiccllee  wwaass  ssttuuddiieedd  iinn  aa  sseerriieess  ooff  wwoorrkkss  
bbyy  tthhee  aauutthhoorr  ..  II tt  wwaass  sshhoowwnn  tthhaatt  tthhee  mmoottiioonn  ooff  aa  ppaarrttiiccllee  iiss  
aaccccoommppaanniieedd  wwii tthh  aa  cclloouudd  ooff   eexxccii ttaattiioonnss,,  wwhhiicchh  wweerree  ccaall lleedd  
iinneerrttoonnss,,  bbeeccaauussee  tthheessee  eexxccii ttaattiioonnss  aarree  aassssoocciiaatteedd  wwii tthh  tthhee  iinneerrtt  
pprrooppeerrttiieess  ooff   mmaatttteerr..    

TThhee  aammppll ii ttuuddee  ooff   tthhee  cclloouudd  ooff   iinneerrttoonnss  ((oorr  tthhee  iinneerrttoonn  
cclloouudd))  iiss  ttiieedd  ttoo  tthhee  ddee  BBrrooggll iiee  wwaavveelleennggtthh  bbyy  mmeeaannss  ooff  
rreellaattiioonnsshhiipp  

                                                υλ /Br.de c=Λ   ((11))  

wwhheerree  Br.deλ   iiss  tthhee  ssppaattiiaall   aammppll ii ttuuddee//ppeerriioodd  ooff   tthhee  

ppaarrttiiccllee  aassssoocciiaatteedd  wwii tthh  tthhee  ppaarrttiiccllee’’ ss  ddee  BBrrooggll iiee  wwaavveelleennggtthh;;  
c   aanndd  υ   aarree  tthhee  vveellooccii ttyy  ooff   ll iigghhtt  aanndd  tthhee  ppaarrttiiccllee,,  
rreessppeeccttiivveellyy..  TThhee  vvaalluuee  ooff   Λ   iinn  eexxpprreessssiioonn    iiss  tthhee  aammppll ii ttuuddee  ooff   
tthhee  ppaarrttiiccllee’’ ss  iinneerrttoonn  cclloouudd,,  wwhhiicchh  sspprreeaaddss  iinn  ttrraannssvveerrssee  
ddii rreeccttiioonnss  aarroouunndd  tthhee  ppaarrttiiccllee;;  aalloonngg  tthhee  ppaarrttiiccllee’’ ss  ppaatthh  ii tt  

sspprreeaaddss  uupp  ttoo  tthhee  ddiissttaannccee  2/Br.deλ ..    

AA  mmoovviinngg  ppaarrttiiccllee  jjooiinnttllyy  wwii tthh  ii ttss  cclloouudd  ooff   iinneerrttoonnss  
rreepprreesseennttss  tthhee  ppaarrttiiccllee’’ ss  wwaavvee  ψ --ffuunnccttiioonn..  TThhee  bboouunnddaarriieess  ooff  

tthhee  ψ --ffuunnccttiioonn  aarree  ddeetteerrmmiinneedd  bbyy  tthhee  ddee  BBrrooggll iiee  wwaavveelleennggtthh  

aanndd  tthhee  aammppll ii ttuuddee  ooff   iinneerrttoonnss..  TThhuuss,,  tthhee  ψ --ffuunnccttiioonn  

ccoonnssttii ttuutteess  tthhee  ff iieelldd  ooff  iinneerrttiiaa  ooff   tthhee  ppaarrttiiccllee  aanndd  iinneerrttoonnss  ppllaayy  
tthhee  rroollee  ooff   ccaarrrriieerrss  ooff   tthhiiss  ff iieelldd..      

  

                  
  

            TThhee  bbeehhaavviioouurr  ooff   aa  ccaannoonniiccaall   ppaarrttiiccllee  oobbeeyyss  ssuubbmmiiccrroossccooppiicc                                            
RReessuull ttss  oobbttaaiinneedd  bbyy  uussiinngg  ssuubbmmiiccrroossccooppiicc  mmeecchhaanniiccss  aall llooww  uuss  
ttoollooookk  bbeehhiinndd  tthhee  ffoorrmmaall iissmm  ooff   ccoonnvveennttiioonnaall   pprroobbaabbii ll iissttiicc  
qquuaannttuumm  mmeecchhaanniiccss  ddeevveellooppeedd  oonn  tthhee  aattoommiicc  ssccaallee  iinn  aann  

aabbssttrraacctt  pphhaassee  ssppaaccee..    
              AAccoouussttiicc  eexxccii ttaattiioonnss  iinn  ccoonnddeennsseedd  mmeeddiiaa,,  ffoorr  eexxaammppllee,,  
pphhoonnoonnss,,  hhaavvee  aallssoo  ttoo  bbee  ssuurrrroouunnddeedd  bbyy  tthheeii rr  iinneerrttoonn  cclloouuddss..  
SSiinnccee  mmaassssiivvee  nnooddeess  vviibbrraattee  nneeaarr  tthheeii rr  eeqquuii ll iibbrriiuumm  ppoossii ttiioonnss,,  
ii ..ee..  aarree  iinn  mmoottiioonn,,  tthheeyy  eemmii tt  aanndd  rree--aabbssoorrbb  cclloouuddss  ooff   iinneerrttoonnss..  
TThheerreeffoorree  iinneerrttoonnss  ppeerriiooddiiccaall llyy  rreemmoovvee  aa  ppaarrtt  ooff   tthhee  mmaassss  ff rroomm  
vviibbrraattiinngg  nnooddeess  aanndd  ssuubbsseeqquueennttllyy  bbrriinngg  ii tt  bbaacckk..  SSuucchh  
bbeehhaavviioouurr  ccaann  bbee  ddeessccrriibbeedd  iinn  tteerrmmss  ooff   tthhee  LLaaggrraannggiiaann    
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wwhheerree  nm   aanndd  nµ   aarree  vvaarriiaattiioonnss  ooff   mmaassss  ooff   nntthh  nnooddee  aanndd  ii ttss  

cclloouudd  ooff  iinneerrttoonnss,,  rreessppeeccttiivveellyy,,  wwhhiicchh  ooccccuurr  dduuee  ttoo  tthhee  
oovveerrllaappppiinngg  ooff   iinneerrttoonn  cclloouuddss  ooff  nneeiigghhbboouurriinngg  nnooddeess;;  g   iiss  tthhee  

llaattttiiccee  vveeccttoorr;;    T   iiss  tthhee  ppeerriioodd  ooff   ccooll ll iissiioonn  ooff   tthhee  mmaassss  llooccaatteedd  
iinn  tthhee  nntthh  nnooddee  wwii tthh  ii ttss  iinneerrttoonn  cclloouudd..  TThhee  ddoott  oovveerr  mmaassss  
mmeeaannss  tthhee  ddeerriivvaattiivvee  iinn  rreessppeecctt  ttoo  tthhee  ttiimmee  tt  ttrreeaatteedd  aass  aa  nnaattuurraall   
ppaarraammeetteerr..  
  

44..  CC  LLUUSSTTEERR    FFOORRMMAATTIIOONN    IINN    GGAASSEESS  

OOvveerrllaappppiinngg  iinneerrttoonn  cclloouuddss  ooff   aattoommss  iinn  ccoonnddeennsseedd  mmeeddiiaa  
mmeeaannss  tthhaatt  tthhee  aapppprroopprriiaattee  tteerrmm  ooff   iinntteerraaccttiioonn  mmuusstt  bbee  ttaakkeenn  
iinnttoo  aaccccoouunntt  wwhheenn  oonnee  ssttuuddiieess  tthhee  eeqquuii ll iibbrriiuumm  ssttaattee  ooff  
mmoolleeccuulleess..  IInn  ootthheerr  wwoorrddss,,  aa  ppaaii rr  ppootteennttiiaall   ooff   iinntteerrmmoolleeccuullaarr  
iinntteerraaccttiioonn  rreeqquuii rreess  oonnee  mmoorree  tteerrmm  aassssoocciiaatteedd  wwii tthh  tthhee  
iinntteerraaccttiioonn  tthhrroouugghh  tthhee  iinneerrttoonn  cchhaannnneell ..  TThhuuss  tthhee  ccoonnvveennttiioonnaall   
ccoonnssiiddeerraattiioonn  ooff  aa  ppaaii rr  iinntteerrmmoolleeccuullaarr  iinntteerraaccttiioonn,,  ffoorr  iinnssttaannccee  
tthhrroouugghh  tthhee  LLeennaarrdd--JJoonneess  ppootteennttiiaall ,,  mmuusstt  bbee  ssuupppplleemmeenntt  bbyy  aann  

aaddddii ttiioonnaall   tteerrmm::  V (r) = − ε1

r6 + ε2

r12 + 1
2 γ r2

    

wwhheerree  tthhee  llaasstt  tteerrmm  rreepprreesseennttss  eellaassttiicc  oovveerrllaappppiinngg  ooff   iinneerrttoonn  
cclloouuddss  ooff   tthhee  nneeaarreesstt  mmoolleeccuulleess..  II tt  sseeeemmss  tthhee  llaasstt  tteerrmm  iiss  ssmmaall ll   
iinn  ssooll iiddss  aanndd  ll iiqquuiiddss  wwhheerree  tthhee  eelleeccttrriicc  ccoommppoonneennttss  ooff   
iinntteerraaccttiioonn,,  tthhee  ff ii rrsstt  aanndd  tthhee  sseeccoonndd  tteerrmmss,,  pprreevvaaii ll ..    

LLeett  uuss  ccoonnssiiddeerr  aann  aattoommiicc  ggaass..  AA  ddeeccrreeaassee  iinn  tteemmppeerraattuurree  
ooff   tthhee  ggaass  wwii ll ll   aallssoo  rreessuull tt  iinn  tthhee  ddeeccll iinnee  ooff   tthhee  ddee  BBrrooggll iiee  

tthheerrmmaall   wwaavveelleennggtthh  Tmkh Bth 3/=λ   ooff   ggaasseeoouuss  aattoommss  

aanndd  aatt  aa  cceerrttaaiinn  tteemmppeerraattuurree  thλ   wwii ll ll   bbeeccoommee  ccoommppaarraabbllee  ttoo  

tthhee  mmeeaann  ddiissttaannccee  g   bbeettwweeeenn  aattoommss..  IInn  tteerrmmss  ooff   ccoonnvveennttiioonnaall   

qquuaannttuumm  mmeecchhaanniiccaall   ccoonnssiiddeerraattiioonn  tthhiiss  mmeeaannss  tthhaatt  tthhee  aattoommiicc  
wwaavvee  ffuunnccttiioonnss  ssttaarrtt  ttoo  oovveerrllaapp  aanndd  tthhee  aattoommss  bbyy  KKeetttteerrllee  
““ bbeeccoommee  aa  ‘‘ qquuaannttuumm  ssoouupp’’   ooff   iinnddiissttiinngguuiisshhaabbllee  ppaarrttiicclleess”” ..  IInn  
ssuucchh  aa  ““ ssoouupp””   aattoommss  aarree  ffoouunndd  iinn  tthhee  ccoohheerreenntt  ssttaattee..  

HHoowweevveerr,,  ssuubbmmiiccrroossccooppiicc  mmeecchhaanniiccss  [[22]]  ssttaatteess  tthhaatt  tthhee  
oovveerrllaappppiinngg  ooff  iinneerrttoonn  cclloouuddss  ooff   eennttii ttiieess  ttaakkeess  ppllaaccee  mmuucchh  
eeaarrll iieerr  aatt  aa  hhiigghheerr  tteemmppeerraattuurree  aanndd  aa  llaarrggeerr  ddiissttaannccee  bbeettwweeeenn  
aattoommss,,  bbeeccaauussee  tthhee  oovveerrllaappppiinngg  iiss  ddeetteerrmmiinneedd  bbyy  rreellaattiioonnsshhiipp  
((11))..  FFoorr  eexxaammppllee,,  iinn  aa  ssooll iidd  tthhee  wwaavveelleennggtthh  ooff   aann  aattoomm  iiss  
aarroouunndd  1100--1111  mm  aanndd  tthhee  vveellooccii ttyy  ooff   mmoottiioonn//vviibbrraattiioonn  iiss  aarroouunndd  

110033  mm//ss,,  tthheenn  
610~ −Λ ,,  wwhhiicchh  iiss  aa  qquuii ttee  bbiigg  ddiissttaannccee  iinn  tthhee  

ccoonntteexxtt  ooff  ccoonnddeennsseedd  mmaatttteerr..  TThhiiss  oovveerrllaappppiinngg  ggiivveess  rriissee  ttoo  tthhee  
aappppeeaarraannccee  ooff  ccooll lleeccttiivvee  vviibbrraattiioonnss  kknnoowwnn  aass  pphhoonnoonnss..  

FFrroomm  tthhee  vviieeww  ppooiinntt  ooff   tthhee  ssuubb  mmiiccrroossccooppiicc  ccoonncceepptt  tthhee  
wwhhoollee  ccoohheerreenntt  ssttaattee  iinn  wwhhiicchh  tthhee  mmoottiioonn  ooff  aall ll   tthhee  aattoommss  iiss  
ssyynncchhrroonniisseedd  rreeqquuii rreess  ootthheerr  ccoonnddii ttiioonnss,,  nnaammeellyy,,  wwhheenn  tthhee  ddee  

BBrrooggll iiee  tthheerrmmaall   wwaavveelleennggtthh  thλ   bbeeccoommeess  eexxaaccttllyy  eeqquuaall   ttoo  tthhee  

ddiissttaannccee  g   bbeettwweeeenn  aattoommss..  BBuutt  wwhhaatt  hhaappppeennss  iinn  tthhiiss  ccaassee??  IInn  

tthhiiss  ccaassee  tthhee  th)( gn − aattoomm  eemmii ttss  ii ttss  iinneerrttoonn  cclloouudd  tthhaatt  tthheenn  

iiss  ffuull llyy  aabbssoorrbbeedd  bbyy  tthhee  nntthh  aattoomm;;  tthhee  nntthh  aattoomm  eemmii ttss  ii ttss  oowwnn  
cclloouudd  ooff   iinneerrttoonnss,,  wwhhiicchh  tthheenn  iiss  ffuull llyy  aabbssoorrbbeedd  bbyy  tthhee  

th)( gn + aattoomm,,  eettcc..  IInn  ootthheerr  wwoorrddss,,  tthhee  ccoohheerreenntt  eexxcchhaannggee  

ooff   iinneerrttoonn  cclloouuddss  bbyy  tthhee  aattoommss  wwhheenn  aann  iinneerrttoonn  cclloouudd  eemmii tttteedd  
bbyy  oonnee  aattoomm  hhooppss  ttoo  tthhee  nneeiigghhbboouurriinngg  aattoomm  aanndd  iiss  aabbssoorrbbeedd  bbyy  
ii tt,,  wwee  hhaavvee  ttoo  rreellaattee  wwii tthh  tthhee  pphheennoommeennoonn  ooff   BBoossee--EEiinnsstteeiinn  
ccoonnddeennssaattiioonn..    

LLeett  uuss  iinnvveessttiiggaattee  wwhheetthheerr  tthhee  ooccccuurrrreennccee  ooff  cclluusstteerrss  ccaann  

bbee  ppoossssiibbllee  iinn  aa  BBoossee--EEiinnsstteeiinn  ccoonnddeennssaattee..  TThhee  aaccttiioonn  S   ffoorr  

tthhee  eennsseemmbbllee  ooff   totalN   iinntteerraaccttiinngg  bboossoonn  ppaarrttiicclleess,,  wwhhiicchh  tteenndd  

ttoo  cclluusstteerriissee  wwii tthh  N   ppaarrttiicclleess  iinn  aa  cclluusstteerr,,  hhaass  tthhee  ffoorrmm  [[33]]    

            { })1ln()( 2
attrep2

1 +−−⋅≅ NNFFKS                               ((22))    

wwhheerree  tthhee  ffuunnccttiioonnss  rep/attF   aarree  ddeetteerrmmiinneedd  aass    

          ∫=
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2
rep/attBrep/att )()/3()(

N

dVTkNF ρρρ ,,    

FFoorr  ssiimmppll iiccii ttyy,,  tthhee  rreeppuullssiioonn  ppootteennttiiaall   ccaann  bbee  ttaakkeenn  iinn  tthhee  
LLeennaarrdd--JJoonneess’’   ffoorrmm    
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rep0rep /)( ρρ VV = ..    

TThhee  aattttrraaccttiioonn  ppootteennttiiaall   sshhoouulldd  iinncclluuddee::  11))  tthhee  ddiissppeerrssiioonn  

ppootteennttiiaall   ooff   iinntteerr--aattoommiicc  iinntteerraaccttiioonn  
6

6 / rC− ;;  22))  aa  ppootteennttiiaall   

ffoorrmmeedd  bbyy  aa  ttrraapp,,  wwhhiicchh  ccaann  bbee  mmooddeelleedd  bbyy  aa  hhaarrmmoonniicc  
ppootteennttiiaall   aanndd  33))  tthhee  hhaarrmmoonniicc  ppootteennttiiaall   ccaauusseedd  bbyy  ssmmaall ll   ssppaattiiaall   
oossccii ll llaattiioonnss  ooff  aattoommss  nneeaarr  tthheeii rr  eeqquuii ll iibbrriiuumm  ppoossii ttiioonnss,,  ii ..ee..  
iinneerrttoonn  eellaassttiicc  iinntteerraaccttiioonn..  SSoo,,  tthhee  aattttrraaccttiioonn  ppootteennttiiaall   iiss    
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trap2
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6att )()/()( ρδωργρρ rmrrCV −−=
wwhheerree  m   iiss  tthhee  mmaassss  ooff   aann  aattoomm,,  r   iiss  tthhee  ddiissttaannccee  bbeettwweeeenn  
aattoommss,,  γ   iiss  tthhee  eeff ffeeccttiivvee  ffoorrccee  ccoonnssttaanntt  ooff   tthhee  ttrraapp,,  ω   iiss  tthhee  

ccyyccll iicc  ff rreeqquueennccyy  ooff   pprrooppeerr  oossccii ll llaattiioonnss  ooff   aann  aattoomm,,  rδ   iiss  tthhee  

aapppprroopprriiaattee  aammppll ii ttuuddee  aanndd  ρ   iiss  tthhee  ddiimmeennssiioonnlleessss  ddiissttaannccee  

ppaarraammeetteerr..      

SSuubbssttii ttuuttiinngg  ppootteennttiiaallss  rep/attV   iinnttoo  ffuunnccttiioonnss  rep/attF   

wwee  oobbttaaiinn  iinnsstteeaadd  ooff   eexxpprreessssiioonn  ((22))  tthhee  aaccttiioonn  
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PPrrooppeerr  oossccii ll llaattiioonnss  ooff   aattoommss,,  wwhhiicchh  aarree  cchhaarraacctteerriisseedd  bbyy  tthhee  
ff rreeqquueennccyy  ω ,,  aarree  pprroodduucceedd  bbyy  tthheeii rr  mmoovveemmeennttss..  IInn  ootthheerr  
wwoorrddss,,  tthhee  oorriiggiinn  ooff   tthhee  ff rreeqquueennccyy  ω   iiss  pprroodduucceedd  bbyy  
ccooll ll iissiioonnss  ooff   aattoommss  wwii tthh  tthheeii rr  iinneerrttoonn  cclloouuddss..    

TThhee  nnuummbbeerr  ooff   aattoommss  iinn  aa  cclluusstteerr,,  0/ =∂∂ NS ::  
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AA  vvaarriiaattiioonn  ooff   tthhee  ppaarraammeetteerrss  iinn  eexxpprreessssiioonn  ((33))  aall lloowwss  uuss  
ttoo  ccoonnssttrruucctt  tthhee  ddeeppeennddeennccee  ooff   tthhee  nnuummbbeerr  ooff   aattoommss  iinn  aa  cclluusstteerr  

N   vveerrssuuss  tthhee  ddee  BBrrooggll iiee  tthheerrmmaall   wwaavveelleennggtthh,,  oorr  aammppll ii ttuuddee  

rδ ;;  tthheessee  eessttiimmaatteess  aarree  iinn  ll iinnee  wwii tthh  eexxppeerriimmeennttaall   

oobbsseerrvvaattiioonnss  tthhaatt  sshhooww  110055  uupp  ttoo  aarroouunndd  11001100  aattoommss  bbeeiinngg  iinn  
tthhee  ssttaattee  ooff   BBoossee--EEiinnsstteeiinn  ccoonnddeennssaattiioonn::  

NNuummbbeerr  ooff   aattoommss  N   iinn  aa  BBoossee--EEiinnsstteeiinn  ccoonnddeennssaattee  cclluusstteerr  vveerrssuuss  

aammppll ii ttuuddee  rδ   ooff   tthheerrmmaall   mmoottiioonn  ooff   aattoommss,,  ii ..ee..  tthhee  ssoolluuttiioonn  ooff   EEqq..  

((2200))  aass  tthhee  ffuunnccttiioonn  ooff   tthhee  ddee  BBrrooggll iiee  tthheerrmmaall   wwaavveelleennggtthh  

δr = λ th = h /(mCsυ th) = h / 3kBT mCs ..  HHeerree,,  tthhee  ddoouubbllee  

hhaarrmmoonniicc  ttrraappppiinngg  ppootteennttiiaall   2
trap rγ   ==  00  ((ccuurrvvee  11)),,  

29105 −×   JJ  

((ccuurrvvee  22))  aanndd  
28105 −×   JJ  ((ccuurrvvee  33))..        

  TThhuuss,,  tthhee  pprreesseenntteedd  ccoonnssiiddeerraattiioonn  mmaakkeess  ii tt  ppoossssiibbllee  ttoo  
aaccccoouunntt  ffoorr  tthhee  qquuaannttii ttyy  ooff   mmaatttteerr  tthhaatt  iiss  ffoouunndd  iinn  tthhee  
ccoonnddeennsseedd  ssttaattee::  iinntteerr--aattoommiicc  iinntteerraaccttiioonnss  ssuubbddiivviiddee  tthhee  ssyysstteemm  
ooff   aattoommss  ttoo  cclluusstteerrss  bbuutt  tthhee  cclluusstteerr  ssttaattee  iiss  rreeaall iizzeedd  wwhheenn  tthhee  
aabbssoolluuttee  vvaalluuee  ooff   aann  aattttrraaccttiioonn  ppootteennttiiaall   ssttaarrttss  ttoo  eexxcceeeeddss  tthhee  
tthheerrmmaall   eenneerrggyy,,  Vatt ≥ kBT ..  TThhiiss  iinneeqquuaall ii ttyy  hhoollddss  ffoorr  tthhee  

ccaassee  ccaallccuullaatteedd  aabboovvee::  tthhee  aattttrraaccttiioonn  eenneerrggyy  
3022

Cs2
1 107.1 −×≈rm δω   JJ  eexxcceeeeddss  tthhee  tthheerrmmaall   eenneerrggyy  

kBT ≈ 7×10−31  JJ..  


