Resené piiklady z MMF

U kazdé kapitoly je vzdy kratky navod se vzorci, které pomohou vyftesit dané priklady.
Pouzité znaceni veli¢in se muze odlisovat od toho, které bylo pouzito v prednaskéch.

Priklady jsou prevzaty z téchto zdroju:

x.x.X Introduction to STATICS and DYNAMICS, Andy Ruina and Rudra Pratap, Ox-
ford University Press (Preprint) Most recent modifications on February 7, 2013.

K.x/x Cviceni z fyziky (Mechanika), V. Kolesnikov, Olomouc 1994.
L.text.x/x Ptiklady zpracované doc. Mistou.
H.x/x Fyzika v prikladoch, V. Hajko, SVTL, Bratislava, SNTL Praha 1960.

R.x Prevzaty priklad z webu.

Pokud nebude uvedeno jinak, predpokladejme gravitacni zrychleni sméfujici dolu se

zrychlenim g = 10ms~2.

Nikdy nespoléhejte ve vysledek, dokud ho neovérite kontrolnim vypoctem.




1 Vektory

skalar ¢ neboli prachsprosté jednoduché ¢islo
vektor v je definovan velikosti a smérem

oo R U . . o .
tenzor o je vicedimenziondlni, muze byt popsan pomoci matic, tim se nebude zatézovat

7\

Zvolime vhodné pocatek soutradnic a za-
vedeme ortogonalni soufadny systém. Potom
4T muzeme vektor definovat pomoci:
34+ e dvou bodu A a B v prostoru, jen se nesmi
B(1,2) zapomenout na smér — vektor ¥ sméruje
24 ’ z bodu A o soufadnicich (2,1) do bodu B
U na soutradnicich (1,2)
1 \Am) F=[1-22-1=[-1,1]
o |
J e jednotkovych vektoru ve smérech os z (i),
i —> i i } > - .S - -
1 o] 74 9 3 A y (j) az (k), napt. ¥=—-1-i+1-7.
1+

Operace s vektory

s¢itani vektora — lichobéznikové pravidlo, jednoduse secteme soutadnice, v = [4, —2],

/(72 = [—5,3], U= 171 +’l72 = [4—5’—2—{—3] = [_171]
nasobeni skaldrem — vyndsobime jednotlivé soutadnice, 30 = [3 - (—1),3 - 1] = [-3, 3]
skaldrni souc¢in — o) - ¥h = |t}]|th|cosa, kde | - | znaci velikost vektoru (zpocitdme

z Pythagorovy véty) a « je thel mezi obéma vektory, vysledkem je skalar

vektorovy soucin — ¥; X Uy = 7i|U}||Vs] sin «, kde 7 je jednotkovy vektor kolmy na oba
vektory (kolmy na rovinu, ve které oba vektory lezi), vysledkem je vektor

Jednotkovy vektor w ve sméru vektoru v zpoc¢itame podle vztahu

7= = ([—_1;112 - [\_/%\}5] '

|7l



1.1 Priklad 2.1.11

Na téleso o hmotnosti m = 5kg pusobi tii sily: ]F] = 20N, |ﬁ2\ = 50N a gravitacni

sila \W!, viz obrazek. Urcete velikost vysledné sily pusobici na téleso a smér vyjadieny

pomoci jednotkového vektoru. Uvazujte, ze g = 10ms™~.
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Vysledek

|F| = 20v/2N ~ 28.28 N,

1.2 Priklad 2.1.12

Necht plati, ze S°* F; = ON, kde F; =7-20N, Fy = j- 50N, Fy = (—i 4 j)10N, kde 7, j
a k jsou jednotkové vektory ve sméru osy z, y a z. Najdéte vektor Fj.

Vysledek Fy = [—10,—60,0] N

1.3 Priklad 2.1.23

Najdéte jednotkovy vektor Aap sméfujici z bodu A(1,1,0) do bodu B(2,3,0).

Vysledek

AAB:[

-

-



1.4 Priklad K.11/1

Dva hmotné body, A a B, se pohybujf rychlostmi @x =7-2ms ! a @ = j-3ms™L. V case
t = 0s maji polohy dané soutadnicemi A(-3,0) a B(0,-3). Soutadnice v zavorkéach jsou
zadané v metrech. Urcete vektor 7, ktery urcuje polohu bodu B vzhledem k bodu A jako
funkci casu. Déle urcete vzdalenost mezi body A a B v casech t = 1sat = 2s.

Vysledek 7= [3—2t,—3+3t], |F(t=1s)] =1m, |F(t =2s)] =+v10m ~ 3.16m

1.5 Priklad L.statikal./4

Na téleso o hmotnosti m = 10kg pusobi soucasné tii stejné velké sily F; = F, = F3 =
50N. Uhel mezi silami F; a Fy je 90°, ihel mezi silami F5 a F3 je 90° a také thel mezi
silami F3 a Fj je 90°. Najdéte smérovy jednotkovy vektor a velikost vysledné sily.

Vysledek

—

F_[lll
GRRYERERE

PS: V tomto piikladu nehraje hmotnost télesa roli, fesitele mé jen zmast :-).

] . |F] =50V3N ~ 86.60N



Derivace

Derivace je matematicky zpusob popisu
miry zmény funkce na své proménné.
Prakticky se derivaci zjisti smérnice
tecny (sklon kiivky) a funkce v daném
bodé,

tan o = g = f(l'—i-Al') _ f(x) =

b (x4 Az)—x
flo+ Ax) — f(2)

Ax

Derivace je definovana jako limita pro
Az — 0, tim uréime te¢nu k funkci f
primo v bodé =,

df . flea+Az) — f(x) r v+ Ax X
— = lim .
dr Az—0 Az

Pouziva se nékolik ruznych znaceni derivace, krom % se pouziva f’. Pro druhou deri-

. d2 - . “v s ~ 7z 10 . /s 12 , « ’
vaci % (f"), obdobné derivace vyssich fadu. Pokud je funkce zavisla na vice proménnych,
potom se pouziva parcialni derivace jen podle jedné proménné, pricemz druhéd proménna

/. - ;0 7z « I « o v .
se chova jako konstanta, znaceni w. V pripadé funkce zavislé na ¢ase se mize derivace

znacit pomoci tecek, f(t), f(t)
Pravidla pro derivace
f a g znaci funkce, a a b konstanty
N _fg—1d
(af+bg) =af'+bg’,  (fg9) = [f9+fq, (g =g (f(9)) = f'(9)-9
Zakladni derivacni vzorecky
(konst.) =0, (ax) = a, (™) =m-a™ (x71) = —272,

(") = e", (sinz)" = cosz, (cosz) = —sinz.

Urceni prubéhu funkce

Pomoci derivaci Ize uré¢it nékteré parametry potiebné pro zjisténi prubehu funkce v zavislosti
na jejl proménné.

f" >0 — « kladnd, funkce je rostouct

) ) . o f” >0 — funkce konvexn{
f' <0 — a zapornd, funkce je klesajici

, o ) f" < 0 — funkce konk4vni
f'=0 —a = 0, lokdlni maximum nebo

minimum (zdvisi na znaménku f" =0 — inflexni bod
druhé derivace)



2 Kinematika translacniho pohybu

Transla¢ni pohyb je plné popsan
zavislosti zmény drahy na case,
s(t). Rychlost lze urcit jako zménu
dréhy v case, tedy ji muzeme zjis-
tit jako derivaci drahy podle casu,
v(t) = 5(t). Zrychleni (zpoma-
lenf) je pro zménu zména rychlosti
v ¢ase, a(t) = 0(t) = 5(t).

Dalsi derivaci by jsme do-
stali zménu zrychleni v case, tedy
ryv (anglicky jerk = cukat), coz 9
je velicina dulezita hlavné pro
konstruktéry poutovych atrakei. LT
Nicméné i v dopravnich prostiedcich e
se Tesi pohodovost jizdy. Naptiklad
pfi  navrhovani bezpecnostnich 1+
prvka automobili se musi vzit [m/s?]
v uvahu kritickd hodnota ryvu,
pro hodnoty vétsi jak 1000g/s
dochazi ke zranénim neslucitelnych
se zivotem. -1+
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Pohyb rovnomeérné zrychleny

Téleso se pohybuje rovnomeérné zrychlené, pokud jeho zrychleni a neni zavislé na case, je
konstantni. Téleso v ¢ase t = 0 je na pozici sy a ma pocatecni rychlost vg. Jeho pohyb lze
popsat pomoci téchto rovnic:

drdha s(t) = 1at? + vot + so
rychlost v(t) = at + v

U piimocarého pohybu zavedeme znaménkovou konvenci, kdy zrychleni je kladné, pokud
ma stejny smér jako rychlost a zaporné, pokud smétuje opacné a téleso zpomaluje.



2.1 Piiklad K.13/3

Polohovy vektor ¥ ma slozky
z(t) = Asin (5¢), y(t) = Bcos (5t),

kde A a B jsou konstanty. Urcete rovnici drahy hmotného bodu.

Vysledek elipsa v roviné zy, ﬁ—z + %22 =1

2.2 Piiklad K.13/4
Trajektorie hmotného bodu je ddna parametrickymi rovnicemi
z(t) = acos (wt),  y(t)=asin(wt),  z(t) = wvot,

kde a, w a vy jsou konstanty. Urcete trajektorii, velikost rychlosti hmotného bodu a velikost
urazené drahy s v zavislosti na case.

Vysledek prumét do roviny zy je kruznice o poloméru a, (z? + y* = a?), v prostoru se
hmotny bod pohybuje po sroubovici obtocené okolo osy z rychlosti [0] = v = \/a?w? + 1,

s(t) =v-t = /a?w? + Vit

2.3 Piiklad K.18/1

Hmotny bod se pohybuje piimocate. Zavislost drahy na case je dana vztahem
s(t) = 3t — 6% + 4¢°,
ktera je udana v jednotkach metru. Urcete:
a) pocétecni rychlost, b) ¢as, ve kterém je rychlost rovna nule,
c) pocatecni zrychleni, d) cas, ve kterém je zrychleni rovno nule.
Vysledek a)v(0) =3ms™! b)¢t=0.5s,c)a(0) =—-12m/s? d) t = 0.5s PS: Hmotny
bod od zacatku pohybu zpomaluje, v ¢ase 0.5s hmotny bod zastavi, a pak zase zacne

zrychlovat. Pohybuje se stéle v jednom (kladném) sméru, pro zadny ¢as nenastane, aby
rychlost byla zaporna.

2.4 Priklad L.Kinl.5

Céstice se pohybuje pifmocaie po ose x podle vztahu x(t) = At 4+ Bt?, kde A = 5cms™
a B = 6cm/s?. Urcete okamzitou rychlost ¢éstice zacdtkem desdté a koncem dvandcté
sekundy a prumérnou rychlost v intervalu mezi témito okamziky.

1

Vysledek Nejdiiv si musime ujasnit termin ,zacatkem x-té sekundy*“. z-ta sekunda
zacind po konci x — 1 sekundy, takze zacatkem desaté sekundy je myslen ¢as t = 9s.
v(9s) = 1.13ms™ !, v(12s) =1.49ms™!, v =1.31ms™!

7



2.5 Piiklad K.19/3

Pohyb hmotného bodu je dan rovnicemi
w(t) =3 -6t +1, y(t) = 4% — 9t, 2(t) =3 — 3t* + 6t

v jednotkach metru. Uréete velikost rychlosti a zrychleni hmotného bodu v ¢ase t = 2.
Vysledek v(2s)=11ms™!, a(2s) = 16 m/s%.

2.6 Piiklad K.19/5

Trajektorie hmotného bodu pohybujiciho se v roviné zy je ddna parametricky (v jed-
notkach metru):
x(t)=t" -9, y(t) = 4% — 4t — 6.

Urcete:
a) vzdélenost hmotného bodu od pocatku souradnic v ¢ase t = 1,
b) velikost rychlosti a zrychleni v ¢ase t = 1s,

c) cas, ve kterém je rychlost rovnobézna s osou z.
Vysledek a) s(1s)=10m, b) v(1s) =5ms ! aa(ls)=10m/s? c¢)t=0.5s

2.7 Piiklad K.19/6
Hmotny bod se pohybuje po Sroubovici, kterd je popsana parametrickymi rovnicemi
x(t) = Asin (Bt), y(t) = Acos (Bt), z(t) = Ct,

kde A, B a C' jsou konstanty. Urcete rychlost hmotného bodu.
Vysledek v =+A2B%+ (C?

2.8 Piiklad K.20/8

Trajektorie hmotného bodu je ddna vztahem 7= 7y(t? — A), kde 7y a A nejsou zdvislé na
case. Urcete rychlost, zrychleni a rozhodnéte, o jaky pohyb jde.

Vysledek v(t) = 2ryt, d(t) = 27, pohyb rovnomérné zrychleny ve sméru vektoru 7

2.9 Piiklad K.20/9

Teéleso pohybujici se piimocafe s konstantnim zrychlenim urazi vzdalenost s = 180 m mezi
body A a B za 6s. Jeho rychlost v okamziku, kdy prochdzi bodem B, je v = 45ms~!.
Jaké je jeho zrychleni? Jakou rychlost vy mélo, kdyz prochazelo bodem A?

Vysledek a=5m/s? vy =15ms"!



2.10 Priklad K.20/10

Strojviudce rychliku jedouciho rychlosti 30 ms—! spati{ pied sebou na téze koleji nédkladni
vlak, jehoz posledni viz je ve vzdélenosti 200 m. Nakladni vlak jede konstantni rych-
losti 10ms~! stejnym smérem bez védomi bliziciho se nebezpeci. Strojviidce rychliku
zatne okamzité brzdit, takZe se rychlik nadale pohybuje se zpomalenim 1ms=2. Pujde
strojvudce za mfize za projeti navéstidla (vlaky se srazi) nebo se to podaii ututlat (ke
srazce nedojde)? Jestlize ke srazce dojde, vypoctéte, na kterém misté a s jakou relativni
rychlosti tak nastane.

Vysledek Misto srazky je vzdéalené 400 m od mista zacatku brzdéni rychliku. Jeho rych-
lost bude v = 10m s, tedy stejna jako rychlost nakladniho vlaku. Dotknou se narazniky,
asi by to méla prosettit Drazni inspekce.

PS: Resf se kvadratickd rovnice pro ¢as srazky, mé jeden kofen. Pokud by rovnice neméla
feSenti, ke srazce by nedoslo. Pokud by méla koteny dva, tak ten mensi je ¢as srazky. Druhy
kofen by odpovidal ¢asu, ve kterém by posledni vagon nékladniho vlaku opét predjel lo-
komotivu rychliku, pokud by jeli po dvou ruznych kolejich.

2.11 Priklad K.20/11

7 téhoz mista vyjedou za sebou v casovém odstupu 7 = 20s dvé auta. Obé se pohybuji
rovnomérné zrychlené. Prvni auto mé poc¢ateéni rychlost v; = 25ms™! a zrychleni a; =
0.5m s~ 2. Druhé auto mé pocéteéni rychlost v, = 10ms~! a zrychleni ay = 2.5ms2. Za
jakou dobu se obé auta potkaji?

Vysledek Druhé auto predjede prvni 40s po svém rozjezdu tedy 60 s po odjezdu prvniho
VOzU.

2.12 Priiklad L.Kinl1/1

Urcete prumérnou rychlost hmotného bodu, ktery se pohybuje:

a) prvni tietinu doby pohybu rychlost{ v; = 6ms™!, dalsi dvé tretiny rychlosti

vy = 1.5ms™ !,

b) prvni tietinu celkové drahy rychlosti v; = 6 ms™!, dalsi dvé tfetiny rychlost{

vy = 1.5ms !,

Vysledek a)v=3ms™! b)v=2ms}



3 Pohyby v homogennim gravitacnim poli

Gravitacni sila popisuje ptritahovani téles s nenulovou hmotnosti. V této kapitole budeme
resit ulohy, kdy se téleso pohybuje v gravitaécnim poli planety Zemé. Pro zjednoduseni
predpokladéame, ze gravitacni sila je ve sledované oblasti neménna, tj. ma stejnou velikost
i smér. Smeér gravitacni sily ﬁg = mg sméfuje do centra planety (prosté smérem dolu).
Také predpokladame, ze se téleso pohybuje bez tfeni (odporu vzduchu).

Velikost gravitacni zrychleni g se méni v zavislosti na zemépisné sitce. Nejvétsi je na
polech, jelikoz je Zemé zplostéla, takze je mensi vzdalenost ke stfedu, a nepusobi tam
odstiedivé sila, gpole = 9.832ms™2. Nejmensi je naopak na rovniku, ge, = 9.780ms™2.
Jako stiedni velikost gravitacni konstanty se bere hodnota 9.806 65 m s—2, ktera se obvykle
zaokrouhluje na hodnotu 9.81 ms—2, popiipadé na 10ms~2, pokud si chceme vypocet
zjednodusit

Pro zjednoduseni popisu jednotlivych pohybu si zavedeme soustavu souradnic, kdy
osa x je rovnobézna s povrchem zemé a osa y sméfuje nahoru proti sméru gravitaéniho
pole.

Volny pad

Volny pad je pohyb rovnomérné zrychleny smérem dolu. V misté yg y |
udélime télesu pocateéni rychlost vy ve sméru gravitacniho zrychleni
o konstantni velikosti g (proti sméru osy y, proto zadporna znaménka),

Qy

yo 4
- J
y(t) = yo — vot — §gt , vy (t) = —vg — gt.

Pokud je pocatecni rychlost nulovd, potom je cas dopadu z vysky h
roven t = 1/% (fesf se rovnice 0 = h — 3gt*). Dosazenim tohoto Casu

do rovnice pro rychlost ziskdme velikost rychlosti dopadu |v| = 1/2gh.
Tato rychlost neni zavisld na hmotnosti, takze ted znite odpovéd na
chytak: ,,Co pada rychleji — kilo Zeleza nebo kilo pefi?*.

Vrh svisly vzhuaru

Tento pohyb je rozsitenim pfedchoziho, kdy predpokladame, ze y |
pocatecni rychlost ma smér opacny nez gravitaéni zrychleni, tedy ve
Smeru osy y:

~—
Q

1
y(t) = yo + vot — 59152, vy (t) = vy — gt.

Maximalni dosazenou vysku télesa hn.. ziskame z ptredpokladu, ze

v tom misté ma téleso nulovou rychlost, tedy vg — gt =0 — ¢t = 2

g Y
2 2
Pmax = Yo + UO% — %g;—g =y + ;—z. Za dvojnasobny cas projde téleso

opét pocatecnim bodem g rychlosti vg.

Yo +

10



Vrh vodorovny

Pti vrhu vodorovném sméruje pocatecni rychlost ve sméru A
Y

osy x kolmo na gravitacni zrychleni. Pohyb uz musime délit To
do dvou os, v ose x se téleso pohybuje bez zrychleni, v ose y ¥°
se jedna o volny pad,
x(t) = xo + vot, Vg = Vp,
y(t) = yo — 2912, vy, = —gt. g
Cas dopadu télesa je stejny jako u volného péadu, tedy
z vysSky h dopadne v case t = ,/%. Misto dopadu v ose 0 -

x lze spocitame podle vztahu z(t) = xo + vo, /2—9}‘. Rychlost o X
v okamziku dopadu ma dvé slozky, pokud chceme znat veli-
kost rychlosti, musime opét pouzit Pythiagorovu vétu,

[v| = \Jv2 + 02 = \/vg+92t2 = \/vg + 2gh.

Vrh sikmy

Vrh sikmy je nejobecnéjsim pohybem v homogennim gravita¢nim poli. Téleso je vrzeno
pocatecni rychlosti vy pod thlem o vzhledem k ose x. Ve sméru osy x se téleso pohybuje
bez zrychleni rychlosti vg cos a, ve sméru osy y se jednd o pohyb svisly vzhuru s pocatecni
rychlosti vg sin . Pro specifické thly o« ziskame vSechny predchozi pohyby: pro a = —90°
volny pad, pro a = 90° vrh svisly vzhuru a pro a = 0° vrh vodorovny. Vrh Sikmy lze
popsat pomoci rovnic:

x(t) = xo + vy cos at, Uy = Vg COS Q,
y(t) = yo + vosinat — 3gt?, vy, = vosina — gt.
Stejné jako u vrhu svislého vzhuru uréime cas dosazeni maximalni vysky z podminky,

> i 7 3 v? sin2 o - , .
ze vy = 0 = t = 2582, této vySKy hmax = Yo + = 219 bude dosazeno ve vzdalenosti

x(t) = xo+ vgsim%. Za dvojndsobny cas proleti téleso poc¢dtecni vyskou y, rychlosti v

ve vzdalenosti vg% od pocatecni pozice xg.
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3.1 Piiklad K.23/2

Spustime kamen volnym padem do propasti o hloubce h = 125m. Za jakou dobu se
ozve vykrik vydéseného speleologa, ktery se pohyboval na dné propasti? Predpokladejme
rychlost $ifeni zvuku ve vzduchu v = 340ms™! a reakéni dobu speleologa 1s.

Vysledek t= 6.36s

3.2 Piiklad K.25/5

Téleso padajici volnym padem urazilo v posledni sekundé svého padu 1/3 celkové dréhy.
Z jaké vysky a jak dlouho téleso padalo?

Vysledek Resime kvadratickou rovnici pro ¢as, hledanym fesenim je t = 5.45s. Druhy
koren je kratsi jak 1s a nemuze tedy popisovat pad trvajici vic jak jednu sekundu. Vyska
padu je h = 148.48 m.

3.3 Piiklad K.26/1

Téleso je vrzeno svisle doltt do hloubky A = 90m pocateéni rychlosti vy = 10ms~!. Za
jakou dobu a s jakou rychlosti dopadne?

Vysledek t=3.36s, v=43.6ms!

3.4 Priklad K.26/2

Dveé télesa jsou vrzena svisle vzhuru z téhoz bodu stejnou pocatecni rychlosti vy =

24.5ms™! s casovym odstupem 7 = 1s. Za jakou dobu od poc¢itku pohybu druhého

télesa a v jaké vysce se télesa srazi? Pfedpokladejme g = 9.81ms~2.

Vysledek ¢~ 2.00s, h ~ 29.38m

3.5 Piiklad K.26/3

Z véze o vysce h = 44.1m byl vodorovnym smérem vrzen kdmen rychlost{ v, = 25ms™1.

Piedpokladejme g = 9.81 ms~2. Urcete:
a) dobu ¢, za kterou kdmen dopadne na zem,
b) vzdélenost od paty véze, do které kdmen dopadne,

c) celkovou rychlost kamene v okamziku dopadu.

Vysledek a)t=3.00s,b) r~74.96m, c) v~ 38.60ms™?

12



3.6 Priklad L.Kin.2/3

7. déla pobrezniho délostielectva umisténého ve vysce h = 30m nad hladinou mofe je
vypalena stiela pod tthlem o = 45° vzhledem k horizontalni roviné a s pocateéni rychlosti
vo = 1000ms~t. Jakd je vodorovna vzdalenost mezi délem a mistem, ve kterém stiela
sejme cvicnou gumovou kachnicku plovouci na hladiné mofe? Odpor vzduchu zanedbejte

a déale piedpoklddejme g = 9.81 ms2.

Vysledek s = 101.96 km
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4 Kinematika rotacniho pohybu

Polohu, rychlost a zrychleni rotacniho pohybu lze popsat pomoci rovnic v kartézské sou-
stavé souradnic, kdy pocatek soutadnic lezi v ose otaceni:

poloha x(t) = rcoswt, y(t) = rsinwt,
rychlost  v,(t) = —rwsinwt, vy(t) = rwcos wt,
zrychleni a,(t) = —rw? coswt, a,(t) = —rw? sinwt,

kde r = y/x? + y? znadi vzdalenost od osy rotace a w zna¢i ihlovou frekvenci. Uhlova
frekvence je primo umeérnd frekvenci otdceni f podle vztahu w = 27 f. Frekvence je
nepifmo imeérnd dobé obéhu (periodé) T' = 1/ f. Vektor rychlosti mé smér tecny k opsanému
kruhu, velikost rychlosti |v| = rw. Pfi rovhomérném pohybu je zrychleni vzdy kolmé na
smeér rychlosti a sméfuje smérem k ose otdceni. Velikost tohoto dostiedivého (normaélového)
zrychleni je aq = rw?. Pokud je pohyb nerovnomérny (napi. zrychleny), potom vznikd

i tzv. tecné zrychleni a; = % = re kolmé na dosttedivé zrychleni. Celkové zrychleni je
potom déno vektorovym souctem obou slozek s velikosti |a| = (/a3 + a?.
Pro jednodussi popis pohybu po kruznici y A

muzeme piejit do polarnich souradnic. Po-
lomér otaceni r je na case nezavisly, co se
méni je dhlova drdha ¢(t). Bod na obvodu
kruznice urazi pii otoceni o thel ¢ drdhu s =
ro. Uhlova rychlost w(t) (fakticky totozné
s uhlovou frekvenci) je definovana jako ¢asova
zména (derivace) thlové drahy, w(t) = dﬁ—ff).
Prepocet tuhlové a obvodové rychlosti opét
pocita s polomérem otaceni, v = rw.

Druhou derivaci thlové drédhy podle casu
ziskame 1hlové zrychleni, ¢ = %.
V pripadé pohybu rovnomérné zrychleného po
kruznici (¢ = konst.) dostaneme rovnice ana-
logické pifimocarému pohybu jen v polarnich
soutadnicich:

tihlovd draha  ¢(t) = po + wot + 3et?,
thlova rychlost w(t) = wy + et,

kde ¢ a wy jsou pocatecni hodnoty ihlové drahy a rychlosti. Jako tthlové jednotky téchto
zavislosti se pouzivaji radiany, 27 rad = 360°.
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4.1 Piiklad K.27/1

Na rotujici ose jsou upevnény ve vzdalenosti s = 2m dva kotouce, které se rovnomérné
otaceji s frekvenci f = 50Hz. Kotouce jsou prorazeny strelou letici rovnobézné s osou
otaceni. Pokud od otvoru v kotoucich zpusobenych strelou povedeme tsecky ke sttedu
otaceni, pak tyto usecky spolu sviraji ihel ¢» = 60°. Jaka byla rychlost strely?

Vysledek v =600ms~!

4.2 Priklad K.28/2

Kolo o poloméru r = 0.1 m se otaci tak, ze zavislost thlové drahy na case je ddna vztahem
©(t) = 2+ 5t%. Pro cas t = 2s urcete:

a) rychlost bodu na obvodu kola,
b) tecné zrychleni téchto bodu,

¢) normélové zrychleni.
Vysledek a) v(2s) =6ms™! b) a;(2s) = 6m/s?, c) aq(2s) = 360 m/s?

4.3 Piiklad K.28/4

Kolo se roztaci z klidu rovnomérné zrychlené tak, ze za dobu t = 10s dosdhne frekvence
f = 30Hz. Urcete uhlové zrychleni kola a celkovy pocet otacek, které za danou dobu
vykona.

Vysledek ¢ = 6mrad/s?, 150 otdcek

4.4 Piiklad K.29/5

Frekvence setrvacniku klesla za dobu t = 10s z fy = 15Hz na f = 10Hz. Vypoctéte
uhlové zrychleni pohybu a pocet otacek, které setrvacnik za danou dobu vykonal.

Vysledek ¢ = —mrad/s?, 125 otdcek

4.5 Priklad K.30/1

Hmotny bod se pohybuje po kruznici o poloméru » = 0.2m, pticemz thel, ktery svira
pruvodi¢ bodu s osou z, zavisi na ¢ase vztahem p(t) = (2t2 + 4t +6) rad. Pro cast = 0.5
urcete:

a) rychlost hmotného bodu, b) tecné zrychleni,

¢) normélové zrychleni, d) thel a, ktery svird celkové zrychleni s pruvodicem.
Vysledek a)v=12ms™' b)a; =08m/s? c) ag="72m/s* d) a ~ 6.34°
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4.6 Priklad K.31/3

Otacky setrvacniku klesly z n; = 900 ot/min na ny = 800 ot/min za dobu ¢t = 5s. Najdéte
jeho thlové zrychleni € a pocet otacek N, které setrvacnik vykonal za téchto 5s. Kolik
sekund jesté uplyne, nez se setrvac¢nik zastavi?

Vysledek ¢ = —2n/3rad/s?, 70 a 5/6 otacky, t = 40s

4.7 Piiklad K.31/4

Setrvacnik se otoci za dobu 3s o thel 234 rad. Jeho tithlova rychlost na konci tieti sekundy
je 96rads~!. Najdéte jeho tihlové zrychleni € o némz je zndmo, Ze je konstantni.

Vysledek ¢ = 12rad/s?

4.8 Piiklad K.31/5

Setrvacnik, jehoz tihlové zrychleni je konstantni a rovno ¢ = 2rad s™*, se otocil za dobu t =
5s o thel 75rad. Jak dlouho byl jiz v pohybu pred zacatkem pétisekundového intervalu,
jestlize se rozebiha z klidu?

2

Vysledek 5s

4.9 Priklad L.Kin.3/1

Voda v ndhonu tekouci rychlosti v = 5ms™" roztaéi mlynské kolo o pruméru d = 5m.
Kolik otacek za minutu mlynské kolo vykona? Tteni zanedbejte.

1

Vysledek 60/m ~ 19.1 otacek za minutu

4.10 Priklad L.Kin.3/2

Minutova rucicka je dvakrat delsi nez rucicka hodinova. Kolikrat rychleji se pohybuje jeji
koncovy bod nez koncovy bod hodinové rucicky?

Vysledek 24krat

4.11 Priiklad L.Kin.3/3

Mé hodinky se predbihaji o 3 minuty za den. Hodinky mého kolegy o 4 minuty za den.
Za kolik dni budou hodinky mé a mého kolegy zaroven ukazovat opét spravny cas, kdyz
jsme si je soucasné dnes oba seridili?

Vysledek Pokud budeme predpokladat klasické rucickové hodinky s dvanactihodinovym
cyklem, potom oba zaroven budeme mit presny cas za 720 dni.
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5 Dynamika translacniho pohybu

Dynamika popisuje duvody pohybu. Tedy pokud je téleso o hmotnosti m v klidu, tak jej
do pohybu uvedeme pusobenim sily ]3, pricemz se bude téleso pohybovat se zrychlenim
a=F /m. Pii rozboru tloh nesmime zapomenout na vsechny relevantni sily pusobici na
téleso.

Pro ukézku zvolme pohyb télesa po naklonéné roviné. Zde vstupuje do vypoctu
gravitacni sila Fg = mg a sila tteci, Fy = fF,. Tteci sila ptsobi v roviné plochy, po které
se predmét pohybuje, proti sméru jeho pohybu. Velikost této sily je imérna sile Fy,, kterou
pusobi téleso na plochu svou vahou, a na souciniteli smykového tieni f.

Pokud ma plocha sklon « vzhledem k horizontalni roviné, potom se gravitacni sila
rozlozi do sméru rovnobézného s plochou s velikosti F}, = F sina = mgsina a do sméru
kolmého, kterou téleso tla¢i na plochu, s velikosti F}, = F cos . Tteci sila brzdici pohyb
ma tedy velikost Fy = fF, = fmgcosa. Vysledna sila je rozdilem velikosti téchto dvou
sil, jelikoz jsou sily rovnobézné a opacného sméru, ' = F, — F;. Tato sila zpusobi zrychlen{
a, s kterym se bude téleso pohybovat:

F =ma = Fg(sina — fcosa) = mg(sina — f cosa), a=gcosa(tana — f).

V zavislosti na thlu sklonu plochy « a velikosti soué¢initele smykového tifeni f mohou
nastat tyto tfi moznosti:

tana > f — zrychleni a > 0 a téleso v pohybu zrychluje,

tana = f — zrychleni je nulové, téleso se pohybuje stéle stejnou rychlosti (pokud na
zacatku stélo, tak bude stét i dal),

tana < f —zrychleni a < 0, pokud se téleso pohybovalo, tak bude zpomalovat do tiplného
zastaveni.

Pokud je tfeni zanedbatelné (f <), potom se téleso pohybuje se zrychlenim a = gsin a.
Tteci sila je jednou ze sil, které formuji odpor prostiedi. Odporové sily pusobi proti
sméru pohybu télesa.
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5.1 Priklad L.Dyn.1.2

Urcete zrychleni soustavy dvou téles o hmotnostech m; a msy zavésenych pres pevnou
kladku tak, ze:

a) obé télesa jsou ve vzduchu,
b) téleso o hmotnosti m; je na podlozce stolu,

c) téleso o hmotnosti m; je na naklonéné roviné s tihlem sklonu .

Vsechny treci sily zanedbejte.

ma2—mi
mi+msa’

Vysledek a) a = "1 b) pokud my > my, potom a = 0, jinak a =
m1 sina—mo

C) a= mi1+mao

5.2 Priklad L.Dyn.1.3

Po naklonéné roviné s tihlem sklonu a se smyka téleso a pohybuje se pritom konstantni
rychlosti. Urcete soucinitel smykového tieni f.

Vysledek [ =tana

5.3 Piiklad K.40/5

Téleso o hmotnosti m = 4kg je v gravitacnim poli Zemé zrychlovano smérem vzhuru
provazkem, ktery se pfetrhne, je-li napinan silou vétsi ¢i rovnou F' = 100 N. Najdéte
maximalni zrychleni, které muzeme télesu udélit, aniz by se provazek pretrhl.

Vysledek a = 15m/s?

5.4 Piiklad K.36/4

Teéleso sklouzlo po naklonéné roviné o délce s = 4m, kterd svird s vodorovnou rovinou
uhel o = 30°, za dobu ¢ = 2s. Urcete soucinitel smykového tieni mezi télesem a rovinou.

Vysledek f ~0.35

5.5 Priklad Z2 K.39/1

V nejvyssim bodé naklonéné roviny o délce d = 1.2m a vysce h = 0.3m je upevnéna
kladka. Na jednom konci lana vedeného pres kladku je upevnéno téleso o hmotnosti
my1 = 0.5kg, které se pohybuje po naklonéné roviné. Na druhém konci lana visi téleso
o hmotnosti my = 0.14kg. Predpokladejme, ze hmotnosti kladky a lana muzeme za-
nedbat. Tteni taktéz neuvazujeme. Urcete:

a) zrychleni pohybu,
b) silu, kterou je napindno lano,

c¢) dobu, po kterou trva pohyb po naklonéné roviné.
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Vysledek a ~ 0.23m/s?, ' = 2.65N, pokud bylo prvni téleso na spodnim konci na-
klonéné roviny a druhému télesu nic nebrani v cesté do hlubin, potom ¢ ~ 3.23s

5.6 Piiklad L.Dyn.1.1

Téleso o hmotnosti m pohybujici se pfimocaie rychlosti vy ma byt zabrzdéno konstantni
silou F' na draze s. Urcete tuto silu.

Vysledek F = ma = mu3/(2s)

5.7 Piiklad K.40/3

Stfela o hmotnosti m = 0.024 kg méla pied zdsahem piekazky rychlost vy = 400ms~1.
Vypocitejte odpor prostiedi (odporovou silu F)), jestlize sttela vnikla do prekazky do
hloubky s = 0.5 m.

Vysledek F,=3840N

5.8 Piiklad K.40/4

Stiela letici rychlosti vy = 360ms™! zasdhne prekdzku z mékkého dieva a vnikne do
hloubky s = 0.1 m. Hmotnost stiely je m = 0.001 8 kg. Urcete, za jakou dobu ¢ se stiela
v prekazce zastavi za predpokladu, ze brzdici sila je konstantni, a jak velka brzdici sila
na stielu pusobila.

Vysledek ¢ =0.5ms, F,=1166.4N

5.9 Piiklad K.40/2

Najdéte nejkratsi vzdalenost s, na které se
muze zastavit automobil jedouci po vodorovné
silnici rychlosti vy = 130km/hod, je-li koefici-
ent tfeni mezi pneumatikami a silnici f = 0.8.

Vysledek s=8l.5m

5.10 Pf‘fklad L Dyn 1.4 shutterstock.com + 292067342

Urcete nejmensi koeficient smykového treni mezi koly automobilu a asfaltem nutny pro
to, aby viiz mohl projet zatacku o poloméru r = 200 m rychlosti v = 100 km /hod.

Vysledek f ~ 0.386
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Integral

Integral je matematickd metoda k uréeni plochy pod kiivkou, kterd je déna funkei f(z). In-
tegral muze byt neurcity, kdy nejsou definovany integra¢ni meze, nebo muze byt urcity,
kdy nés zajimé plocha jen mezi body xg a ;. Musime dat ale pozor na to, ze v koneé¢ném
souctu jsou plochy nad osou x brany s kladnym znaménkem, kdezto plochy pod osou se
zapornym.

V piipadé, ze je funkce konstantni, tj. f = a nezavisle na hodnoté x, potom se plocha
rozdélit zkoumany interval na mensi oblasti s délkou Azx. Celkova plocha potom bude
souctem ploch ziskanych vynasobenim funkéni hodnoty a Ax.
Nas vypocet bude tim presnéjsi, ¢im bude Ax A
mensi. V limitnim pripadé nam prejde diskrétni f ('CC )
suma ve spojity integral: 7‘

T

Jim 3 7)Ao = [ f(@)da

0 o

Neurcity integral je inverzni funkci deri- -
vace, pokud funkci ziskanou integraci zderivu- o T
jeme, musime dostat vychozi funkci. Napriklad AZC
neurcity integral z konstanty a je funkce f(x) = ax + ¢, kde ¢ je jakdkoliv konstanta.
Pii derivaci konstanta c¢ zaive a zustane jen konstanta a. V ptipadé urcitého integralu je
vysledkem c¢islo — velikost plochy. Uréity integral se spocita tak, ze se nejdiiv zjisti funkce
neurcitého integralu a do ni postupné dosadime za proménnou x horni a dolni mez a tyto
dvé hodnoty odecteme:

/wladx: l[ax + c|3} = (ax; 4+ ¢) — (axg +¢) = a - (x1 — x0)

zo
0

Pravidla pro integraly
e Konstanty nésobici funkci muzeme vytknout pred.
e Integral souctu je soucet integralu.

e Vhodnd substituce proménnych muze zjednodusit vypocet, nesmi se zapomenout
prislusné transformovat i dr a meze integrace.

e Metoda per partes a podobné triky.

Zakladni integracni vzorecky
1 1
/ax"d:p:aix"“—kc, /—dx:ln|x|+c, /emd:p:ex—kc
n+1 T

/sinxd:r;:—cos:v—i—c, /cosxdx:sinx—i-c.

Napiiklad [y sinzdz = [—cosz]fj = —[—1 — 1] = 2, nicméneé [ coszdz = 0 — pul plochy
nad a pul pod osou x. Stejné to dopadne, pokud budeme obé tyto funkce integrovat
v rozsahu (—00, 00).
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6 Prace, energie, vykon

Mechanicka prace je definovana jako sila pusobici na téleso po urcité draze. Jednoduse
feceno, vykoname praci, pokud téleso posuneme. Nicméné pro vypocet prace je také
dulezity smér sily F viéi vektoru posunuti 3. V pifpadé, ze jsou oba tyto vektory rov-
nobézné a mifi stejnym smérem, potom lze praci vypocitat nejsnaze, W = F's. Sviré-li sila
s drahou konstantni tihel o, potom je prace definovana skaldarnim sou¢inem obou vektoru,
W =F-5=Fscosa. V pripadé, kdy je v kazdém bodé drahy tihel mezi silou a drahou
ruzny, napiiklad se téleso pohybuje po zakiivené draze nebo se sila méni, potom je prace
urcena integralem ze skalarniho soucinu ptes celou drahu,

W:/Sﬁ-dqs:/stcosads.
0 0

Pokud je hodnota prace kladné, pak téleso energii ziskava. Pokud je prace zaporna, znaci
to, ze téleso praci kona a ztraci tim energii.

Obrazek 1: Nadhazovac vykonal praci imérnou sile a draze, ¢imz micek ziskal kinetickou
energii.

Jednotkou prace je joule, J=kgm?s~2. Jednd se o stejnou jednotku, jakou pouziva
energie. V mnoha prikladech budeme fesit, ze je na télesu vykonand prace, pricemz tato
préace povede ke zvyseni (snizeni) energie télesa. Napiiklad, zvedneme-li téleso o hmotnosti
m do vysky h v gravitacnim poli Zemé, vykoname praci W = Fh = mgh = E,,, kterd je
rovna potencialové energii. Nechame-li potom toto téleso z vysky A spadnout volnym
padem, potom na trovni zemé nebude mit zddnou potencidlovou energii, vSechna energie
se zmén{ v energii kinetickou (pohybovou), Ex = imuv?, kde rychlost v = v/2gh.

Tuto transformaci energie v izolované soustavé nazyvame zakonem zachovani ener-
gie. Dalsi zachovavajici se veli¢inou v mechanice je hybnost p'= mv. Zakon zachovani
hybnosti vyuzijeme v pripadech, kdy se mohla kineticka energie télesa preménit i v jiné
druhy energie, naptiklad v teplo. Typickou ulohou je balistické kyvadlo, kdy po narazu
kulky dochéazi k vychyleni imérné rychlosti kulky. Pokud fesime ilohu dokonale pruzné
srazky, tak muzeme vyuzit oba tyto zakony, protoze se v tomto pripadé kinetickd energie
pred a po srazce nezmeéni.

Veli¢inou vazanou na praci je vykon P, ktery je definovan jako provedend prace za
urcity ¢as. Pokud je vykon konstantni, potom je vypocet jednoduchy, P = W/t = Fs/t
s jednotkou watt [W=J/s]. Okamzity vykon lze urc¢it derivaci prace podle ¢asu,

dw  F.ds
P: _— =
dt dt

=F.v

21



6.1 Piiklad K.43/2

Sila F = (2xzi + 322] + yQE) N Pusobi na hmotny bod, ktery se pohybuje po piimce
x = 2y = 4z. Urcete praci W, kterou je potfeba vykonat pii pohybu z mista A(0,0,0) do
mista B(4,2,1).

Vysledek W =14]

6.2 Piiklad K.47/1

Sila F' = (4yi + 22j + k) N pusobi na hmotny bod, ktery se pohybuje po kfivce dané
parametrickymi rovnicemi: x = 4cosd, y = 4sind a z = 2J. Vypocitejte praci pti zméné
hodnoty ¢ z 0 na 27. Mohou vam pomoci nasledujici trigonomitrické vzorce:

1— 20 1 20
cos 02§ = + cos ‘

sin? ¢ = , ¢
2 2

Vysledek W = —287]

6.3 Priklad K.47/2

Jakou mechanickou energii mé matematické kyvadlo o délce [ = 1 m a hmotnosti m = 1kg,
je-li jeho maximalni odchylka od rovnovazné polohy ¢ = 30°7 Predpokladejte gravitaéni
zrychleni g = 9.81m/s?.

Vysledek W =~ 1.31J

6.4 Piiklad K.48/7

Stfela o hmotnosti m = 0.002 kg opoust{ tisti pusky rychlosti vy = 300ms~!. Vypoctéte
délku hlavné, jestlize vyslednice sil pusobicich na strelu v hlavni je ddna vztahem F =

400 — %x.

Vysledek [ =0.45m

6.5 Piiklad K.48/8

Stiela letici rychlosti vy = 400 ms™! narazi na dfevény kvadr a vnikne do néj do hloubky
hi = 0.3m. Kdyby byla tatdz stfela vysticlena na kvadr tloustky hy = 0.15m, jakou
rychlosti vy by z kvadru vylétla? Predpokladejme, ze odpor dieva je konstantni.

Vysledek v, = 200v/2ms ! ~ 282.8ms~!

6.6 Priklad K.49/10

Automobil jede rychlosti vy = 48 km/hod, pficemz musi motor vyvijet vykon P = 15 kW.
Jaky je odpor F, pusobici proti pohybu automobilu? Jaky odpor by byl pii stejném vykonu
motoru ale a) polovi¢éni, b) dvojndsobné rychlosti automobilu?
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Vysledek F, =1.125kN, a) 2.5kN, b) 562.5N

PS: 7Z piikladu muze vzniknout mylnd domnénka, ze je pii vysSich rychlostech mensi
odpor vzduch. Tak to neni, pfi malych rychlostech je odpor prostiedi zavisly linearné
(pfi vyssich kvadraticky) na rychlosti proudéni. Spis to muzeme chépat tak, ze s danym
vykonem motoru pojede aerodynamicky sportdk mnohem rychleji, nez hranatd dodavka,
protoze bude ,citit“ mensi odpor prostredi.

6.7 Priiklad L.Dyn.1/6

Raketa o hmotnosti m = 20t dosahne vysky h = 5km za cas t = 10s. Jaky je vykon
jejich motort? Piedpoklddejme konstantni gravitacéni pole se zrychlenim g = 10ms~2.

Vysledek P =100 MW

6.8 Priklad K.55/1

Strela o hmotnosti m; = 0.2kg byla vystfelena do balistického kyvadla o hmotnosti
mo = Hkg. Po narazu se tézisté kyvadla zvedlo o h = 0.1 m. Urcete rychlost stiely vy.

Vysledek vy = 26v2ms ! ~36.77ms™"

6.9 Priklad K.55/2

1 se roztrhl na dvé ¢dsti o hmotnostech m; = 6kg a

1y ptvodnim sméru letictho

Granat letici rychlosti v = 15ms~
mo = 14 kg. Rychlost vétsiho kusu se zvétsila na v, = 24ms™
granatu. Jaka je rychlost v; menstho kusu?

Vysledek v; = —6ms™!

6.10 Priklad K.56/5

I se roztrhne na dvé ¢asti.

-1

Granat o hmotnosti m = 20kg letici rychlosti v = 150m s~
Vétsi cast o hmotnosti m; = 12kg leti dale v puvodnim sméru rychlosti v; = 250ms
Urcete rychlost mensi casti granatu.

Vysledek vy =0ms™!

6.11 Piiklad K.55/3

Na jednom konci desky délky [ = 3.6m hmotnosti m; = 45kg stoji clovek hmotnosti
mo = 90kg. Deska lezi na vodorovné roviné, po které se muze pohybovat bez treni. Jak
daleko se deska posune, prejde-li ¢lovék po desce na opacny konec? Pouzijte z.z. hybnosti.

Vysledek d=2.4m
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6.12 Piiklad K.56/6

Stiela o hmotnosti m; = 0.002 kg letici rychlosti vy = 500 ms~! je vystfelena na balistické
kyvadlo o hmotnosti mo = 1kg, které visi na zavésu délky | = 1m. Stiela pronikne
kyvadlem a vyleti z ného rychlosti v; = 100ms~!. O Jaky tihel se kyvadlo vyklon{?

Vysledek o« = 14.5°

6.13 Piiklad K.56/7

Prazdny nakladni vagén o hmotnosti m; = 10 tun se pohybuje rychlosti v; = 0.9ms™
po vodorovné trati a srazi se s nalozenym vagénem o hmotnosti ms = 20 tun stojicim
v klidu s uvolnénymi brzdami. Jsou-li oba vozy pfi ndrazu posunovacem spojeny, najdéte
jejich rychlost v po srézce a ubytek jejich kinetické energie. Jakou rychlosti vo by se musel
pohybovat nalozeny vagén smérem k prazdnému, aby oba zustaly po srazce v klidu?

1

Vysledek v =0.3ms™ ', AE, =2.7kJ, v = —0.45ms~!

6.14 Piiklad K.56/8

Jestlize mi¢ spadne z vysky h = 2.4m, odrazi se do vysky A’ = 0.9m. S jakou rychlosti
musi mi¢ narazit horizontalné na svislou sténu ve vysce hy = 1.8 m nad zemi, aby po
narazu dopadl na zem ve vzdalenosti d = 4.8 m od stény? Predpoklddejme g = 9.81 ms~2.

Vysledek vy~ 12.94ms™!

6.15 Piiklad K.57/9

Koule byla vrzena z vysky h = 20m svisle dolu a odrazila se od vodorovné roviny poprvé
do vysky hy = 10m a podruhé do vysky hy = 4 m. Urcete pocatecni rychlost vy, se kterou
byla koule vrzena.

Vysledek vy =10ms*

6.16 Piiklad L.Dyn.1/5

Koule o hmotnosti m; = 5kg a s rychlosti v; = 3ms™ narazi ¢elné na druhou kouli, ktera
je v klidu a ma hmotnost my = 4 kg. Jakou rychlost bude mit druha koule za predpokladu,
ze je srazka dokonale pruzna?

1

Vysledek v, =10/3ms™ ! ~3.33ms™!

PS: Vysledek v}, = 0 — v} = —vy, tedy ze se tézsi koule od leh¢i odrazi stejnou rychlosti
zpatky, ignorujeme. Ze zkusenosti vime, ze nenastane, pokud druhou kouli nepftisroubujeme
k podlozce.
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7 Gravitacni zakon a pohyb c¢astice v poli centralni
sily
Pohybem planet kolem slunce se zabyvaji astronomové uz par tisicileti. Zacatkem 17. sto-

leti definoval Kepler tii zakonitosti, které plati nejen pro planety, ale i pro jakékoliv télesa
v centralnim silovém poli, kde pfitazlivost klesa s druhou mocninou vzdéalenosti:

1. Planety obihaji kolem slunce po eliptickych drahach, v jejichz jednom spoleéném
ohnisku je Slunce.

2. Obsahy ploch opsanych pruvodi¢em planety za stejny cas jsou stejné velké.

3. Pomér druhych mocnin obéznych dob dvou planet je stejny jako pomér tretich
mocnin délek jejich hlavnich poloos.

O par desitek let pozdéji predstavil Newton gravitacni zakon, ktery urcil silu, ktera
pritahuje dvé hmotnd télesa k sobé,

mims

F,=k

" , k=06.67428 x 107" m3kg s,

r2
kde mq 9 jsou hmotnosti téles a r jejich vzddlenost.

Gravitacni sila je nicméné jen jednou ze sil, které formuji tihovou silu Fg. Dalsf je
odstiediva sila pusobici proti sile gravitacni F. = md, a Coriolisova sfla F = —2md x U,
zde @ je vektor thlové rychlosti otaceni soustavy. Tato sila je nejvétsi, pokud se téleso
pohybuje ve sméru kolmém k ose otaceni.

Pokud budeme ptredpokladat téleso o hmotnosti m lezici bez pohybu na povrchu Zemé
v misté rovniku, bude na néj pusobit pouze gravita¢ni a odstiediva sila,

F Mzm

2
g:m?, Iy = ma, = mw” Ry,
7

kde w = 27/T je uhlova frekvence obéhu Zemé. Velikost tihové sily bude rovna Fg =
F, — F, = mg. Dosadime-li pfesné hodnoty, ziskame tihové zrychleni na rovniku

MZ 47T2 _9 _9
g = KR—% - FRZ ~ (9.795 — 0.034) ms™= = 9.761ms™~.
Pro popis gravita¢ni potencialni energie se pouziva gravitacni potencial ¢(r) = —k My /7,

kde r je vzdalenost télesa od stredu Zemé. Tento potencidl je zaporny, nuly dosdhne v ne-
konecnu. Tento potencidl je normovéan na jednotkovou hmotnost. Pokud téleso o hmotnosti
m klesne z vysky Ry + h do vysky Ry, kde h < Ry, zméni se jeho potencidlni energie o

mMy mMy Ry — Ry —h 7
AE = — —(— ):_ My————— =~ ——h = mgh.
"Ryt h "R, MR TR R T MY
hmotnost Zemé polomér Zemé Ry
My =5.97 x 10** kg ~ 6 x 10** kg | na pélu 6 356.750 km
délka dne na rovniku 6 378.135 km
T = 86400s ~ 23 hod 56 min Setfi se osle
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7.1 Priklad K.58/2

Do jaké vysky h vystoupa téleso o hmotnosti m v gravitacnim poli Zemé, je-li vystieleno
z povrchu Zemé na pélu rychlosti vy = 5kms~!. Odpor prostiedi zanedbejte, gravitacni
zrychleni g nelze povazovat za konstantni. Napovéda: pouzijte gravitaéni potencial a zakon

zachovani energie.

Vysledek h ~ 1583km

7.2 Piiklad K.62/2

Jakou pocatecni rychlost vy ve sméru svisle vzhuru musime udélit raketé, aby nad pélem
vystoupala do vysky rovné poloméru Zemé? Odpor prostiedi zanedbejte. Napovéda: pou-
zijte gravitacni potencial a zakon zachovani energie.

Vysledek vy~ 7.9kms™!

7.3 Piiklad K.61/5

V jaké vysce musi obihat uméla
druzice Zemé, aby byla stale nad
stejnym mistem rovniku?

Vysledek h ~ 35787km

7.4 Piiklad K.62/3

V jaké vysce nad povrchem Zemé
je gravitacni zrychleni polovi¢ni
vzhledem ke zrychleni na povrchu
Zeme?

Vysledek h = 2642km

7.5 Piiklad K.62/1

Geostationary
Earth orbit

20 hours

Orbital period

I\\\|IJI‘\II||III

— 5 hours
| Van
¢ _Hubble

sea level
10000 20000\ 30000 km

\Height above

25000 km/h
20000 km/h

.
15000 mph —

“2N\10000 mph—

l\ll‘l\\

L Outer Van
Allen belt

Urcete potencidl gravitacniho pole velmi tenké homogenni tyce délky [ a hmotnosti m,
v bodé P, ktery lezi na prodlouzené podélné ose tyce ve vzdalenosti b od jejiho konce.

Vysledek ¢ = “"In b%l

7.6 Piiklad K.63/7

Urcete hmotnost Slunce Mg z poloméru trajektorie R (predpokladejme, ze je kruhova)
a z doby obéhu Zemé kolem Slunce T'. Polomér trajektorie R = 149504200km a T" =

365.2564 strednich sluneénich dnu.
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Vysledek Mg~ 1.985 x 10%kg

v s

Obéina drdha Zemé
okolo slunce

147 mil. km Odsluni
( A \ (perihelium)
Zomb ( Zemé
Prisluni {
(afelium) Slunce 152 mil. km

7.7 Priklad K.64/10

Urcete gravitacni zrychleni na povrchu Marsu. Polomér Marsu je Ry = 3400km a jeho
hmotnost je My = 6.46 x 10%3 kg.

Vysledek ¢y ~ 3.73m/s?

27



8 Teézisté, hmotny stred

prusecik téznic. Pokud téleso zavésime
za jakykoliv bod na povrchu, potom
bude téznice prochazet timto bodem a
smétrovat primo k zemi.

(@7, yr, 1), mizeme spocitat nezavisle, 47
tedy kazdou zvldst. Pokud se jednd
o spojité (jednolité) téleso, potom je z-ova soufadnice tézisté rovna zrp = % [ xdm, kde
se integruje pres vSechny elementy hmotnosti dm na pozicich x. V ptipadé soustavy téles
prejde spojity integral na diskrétni sumu, tedy

1
I = — m;x;.
m ;

Napiiklad, mame-li dvé télesa o hmotnostech m; a msy na pozicich x; a x5, potom lezi

_Tamg + Tamg

IrT =
m1+m2

plochy. Za predpokladu, ze ma celé plosné téleso hmotnost rozprostienou homogenné,
pouzijeme misto elementu hmotnosti dm element plochy d.S, tedy x1 = % J xdS. Hledame-

. 2w
RS

ze zname polohu a hmotnost (plochu) celku i chybéjici ¢asti. Pouzije se upraveny vzorec,
ve kterém jsou chybéjici ¢asti se zapornym znaménkem. Napiiklad vystiihneme-li z plochy

Sx — Sixq
Tr = ——0r.
S — 51
Sily pusobici mezi ¢astmi télesa (vnitini sily v izolované soustavé) nemaji zadny vliv na

télesem mohou pohnout jen vnéjsi sily.
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8.1 Priklad L.Statika.1/1

Urcete polohu hmotného stfedu soustavy Zemé-Meésic, vite-li, ze hmotnost Zemé je 81x
vétsi nez hmotnost Mésice a vzdalenost stiedu obou téles je d = 384 000 km. Porovnejte
vzdalenost hmotného stfedu soustavy od stfedu Zemé s polomérem Ry.

Vysledek z1 =~ 4683km =~ 0.73Ry

8.2 Prtiklad L.Statika.1/2

Ctyfi hmotné body o hmotnostech m; = 2g, mes = 5g, ms = 10g a my = 7g jsou
rozlozeny v prostoru tak, ze maji polohy Aj(—2,7,5), Ay(2,—4, —4), A3(—4,2,7) a
Ay(—2,—2,—6), kde soufadnice jsou v centimetrech. Urcete soufadnice hmotného stiedu
této soustavy.

Vysledek T(-2,0,0.75) [cm]

8.3 Priklad H.81/127

Méjme soustavu tii hmotnych bodu s hmotnostmi m; = 5g, my = 10g a m3 = 15g.
V case t = 0s jsou v klidu na polohach A(3,4,5), B(—2,4, —6) a C(0,0,0), kde soufadnice

v e/

Vysledek T(2,2, 1) em = (3.335,0.02, —0.0116) m

8.4 Priklad K.55/3

Na jednom konci desky délky [ = 3.6 m hmotnosti m = 45 kg stoji ¢lovék o dvojnasobné
hmotnosti. Deska lezi na vodorovné roviné, po které se muze pohybovat bez tfeni. Jak
daleko se deska posune, piejde-li ¢lovék po desce na opacény konec? Napovéda: v izolované

Vysledek d=2.4m

8.5 Priklad H.79/124

Najdéte polohu tézisté utvaru, ktery vznikne, kdyz se z kruhu
o poloméru a vystiihne kruh o poloviénim poloméru tak, ze
se vystiizeny kruh dotyka okraje.

Vysledek Pokud je pocatek souradné soustavy ve stredu
velkého kruhu, potom 2y = —¢ a yr = 0.
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8.6 Priklad H.105/152

je posunuto o g—; vudi stredu kruhu.

Vysledek Pokud je pocatek souradné
soustavy ve stiedu obdélniku, potom
xT:—WgayT:().

8.7 Priklad H.105/153

ze Ctverce se stranou a vystfihne trojihelnik
podle obrazku. Téznice v trojihelniku se protinaji

trojihelniku je dvojnasobkem vzddalenosti od stiedu
protéjsi strany.

Vysledek Pokud je pocatek souradné soustavy ve

sttedu ¢tverce, potom xp = —% atyr=0.
L
I
1T <
' T
o~ M
~ o
= ~
' I £”
b/2 b/3
b b

2rsinax
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9 Moment sily a setrvacnosti

Moment sily

Moment sily je vektorova velicina popisujici ucinek sily F
pusobici v bodé A na otaceni télesa kolem osy O. Pokud
definujeme vektor 7 sméfujici z bodu O do bodu A, potom
bude moment sily roven

M=7xF [Nm|.

Vektorovy soucin znaci, ze moment sily ma kolmy smér na
rovinu vytéenou vektory 7 a F. Pokud zndme thel o mezi
témito dvéma vektory, potom je velikost momentu sily rovna
M = rFsina. Z této rovnice plyne, ze pro thel o = 90° je
moment sily nejvétsi. Definujeme rameno sily p jako kolmou vzdalenost osy otaceni a
smeéru sily.

Vektorovy soucin

A A . .
axb= a; ag as | — i(azbg — agbg) — j(a1b3 — Clgbl) + k(albg — a2b1>.
by by b3

Moment setrvacénosti

Moment setrvac¢nosti je dulezity pii vypoctu kinetické ener-
gie télesa, kterd je ,ulozend“ v jeho rotaci, Fy, = Jw?/2, kde
w je uhlova frekvence a J je moment setrvacnosti s jednotkou
kg m?. Pii vypoctu momentu setrvacnosti je dilezitd hmot-
nost télesa a jeji rozlozeni vzhledem k ose otaceni. V piipadé
soustavy téles o hmotnostech m; je moment setrvacnosti
J = 3, mr?, kde r; jsou vzddlenosti jednotlivych téles od
osy otaceni. Chceme-li ur¢it moment setrvacnosti spojitého
télesa, prejde diskrétni suma ve spojity integral pres celou
hmotnost télesa M, J = [, 7*dm. r je tentokrat vzddlenost
elementu hmotnosti dm. Je-1i hmotnost v télese rovnomérné
rozlozena, potom muzeme vytknout hustotu p a integrovat
pies objem télesa V', J = p f;, r>dV. V piipadé plosnych téles

tedy prejit od hmotnosti k plose ([ dm — [dS).

Steinerova véta

bude J = Jy + mri.
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Vypocet momentu setrvacnosti téles

Podrobny postup vypoctu u ruznych téles lze najit na téchto odkazech:

e http://mech.fd.cvut.cz/education/bachelor/18sat/download/zajic_momenty_
setrvacnosti.pdf

e http://fyzweb.cz/materialy/srazky_a_rotace/k23.php

e http://reseneulohy.cz/555/moment-setrvacnosti-tyce

Ja se pokusim jen o strucny vypocet téch nejzakladnéjsich ploch a téles.

Tenka homogenni ty¢ s osou otaceni Ay

v poloviné délky a se pocita tak, ze ele- dm

ment hmotnosti dm substituujeme elemen- == = =I -
tem délky, dm = 2 dz. Integral pres ce- r—

lou hmotnost bude potom integralem pres a dz

délku tyce

o a/2
J:/ r*dm = /szmd:v:@ - :—mQQ.
M —a/2 a |3 /2 12

potom muZeme pouzit bud Steinerovu vétu nebo zménit meze 1ntegrace (naptiklad pro
osu jdouci koncem tyce by se integrovalo od 0 po a.

Obdélnikova deska se pocita tuplné stejné se stejnym vysledkem jako homogenni tyc,
protoze na sitce tyce vysledek nezavisi. Obecné zavisi jen na elementu hmotnosti a jeho
vzdalenosti od osy otaceni. Je jedno, jestli je tento element bodovy nebo je roztazeny do
metrové délky rovnobézné s osou otaceni. \Y dm

Kvadr je slozen s obdélnikovych desek L
vzdélenych o z od osy rotace (y). Po- !
kud by jsme chtéli vyjadrit hmotnost této b
desky, potom za predpokladu homogenné e

/L~ 7 ’ . B C T - a N
rozmisténé hmoty musi platit %" = = AR AT x

\% : e
ngm = 92 Potom kazdd tato elementarni e >( ................
abc c )
deska (s Jo = {5dm) bude prispivat k cel-

kovému momentu setrvac¢nosti hodnotou

2 .
m -
+:I:>Cdx I i

dJ::Jb+19dm::<12

dz
Nyni se¢teme (preintegrujeme) pres celou délku kvadru ¢, muzeme vyuzit toho, ze dJ je
suda funkce

2 37¢/2

c/2 a? m |a*x m
=2 =2 "z =2
I= )t /‘ 4/ /ﬁ ( *_x> dr C[]Q +’3]0 =@ )

Je vidét, ze vysledek nezavisi od vysky kvadru, kterd je rovnobézna s osou rotace. Pokud
bychom chtéli zjistit moment setrvacnosti vuéi ose x nebo z, potom se jen ve vzorci
adekvatné prostiidaji rozmeéry.
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9.1 Priklad R.1 3.51

Urcete moment sily M vzhledem k pocatku
soutadnic, viz obrazek. Vzdalenosti jsou
uvedeny v centimetrech.

D
L. /)

IF|=10N

Vysledek M =[0,0,—0.4]Nm

o
DO +
Sy

9.2 Priklad L.Dyn.2/1

Urcete momenty setrvac¢nosti homogenniho
hranolu o hmotnosti m = 24kg s hranami | i
a=10cm, b = 20cm a ¢ = 30 cm vzhledem

k osam kolmym na jednotlivé stény a prochézejici sttedy ptislusnych stén.

Vysledek J, = 0.26kgm?, J, = 0.2kgm?, J. = 0.1kgm?

9.3 Priklad L.Dyn.2/2

Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni tyce délky [ = 1m a hmotnosti m = 15kg
vzhledem k ose kolmé na smeér délky tyce a a) prochézeji koncovym bodem tyce, b)
prochézejici bodem ve ¢tvrtiné délky tyce.

, 2 2 2
Vysledek a) J =5kgm? b) J = 32 kgm® ~ 2.19kgm

9.4 Piiklad K.72/6

Na koncich tenké tyce délky [, jejiz hmotnost je zanedbatelnd, jsou upevnéna téliska
o hmotnostech m; a my, pficemz m; > my. Ty¢ je otaciva kolem vodorovné osy jdouci
sttedem tyce kolmo k jeji délce. Ty¢ dame do vodorovné polohy a pustime. Urcete
pocatecni ihlové zrychleni tyce a tihlovou rychlost tyce v okamziku, kdy je ve svislé poloze.

Vysledek
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10 Kmitani

Kmitani popisuje jakykoliv harmonicky zA
pohyb télesa kolem rovnovazné polohy
9. U téchto pohybu plati, ze na téleso
pusobi sila primo umeérnd vzdalenosti At

télesa od rovnovazné polohy a smétujici z z
k rovnovazné poloze, tedy F' = —kx. Kon-

stanta tmérnosti k je spojend s danym pro- [0 S —— --

cesem, v piipadé kmitdni télesa na pruziné ﬁ

je k primo rovno tuhosti pruziny. U me-
chanického kyvadla je k = mg/l, kde [ je ~ _ g ] — vichylka

, S IETTIRT rychlost
délka zavésu kyvadla. === zrychlent

vvvvvv

druhou derivaci drahy podle casu, tedy sila
F=ma= m%. Dosadime-li z predchozi
rovnice pro silu, ziskame diferencidlni rov-
nici druhého tadu m% = —kx, jejimz
jednim z moznych fesen{ je ™. To je kom-
plexni funkce, nas zajima realnd cast, tedy

harmonicka funkce kosinus:

x(t) = Acos (wt + @), w=2f="—"=1/—,

kde A [m] zna¢i amplitudu kmitd, w [rad/s| dhlovou frekvenci, f [Hz] frekvenci,
T [s] periodu a ¢ [°] pocatecni fazi. Pokud by jsme do diferencidlni rovnice zahrnuli
jesteé ztraty, vysledkem by byl tlumeny harmonicky pohyb. Tim se zabyvat nebudeme.

Kdyz okamzitou vychylku opét zderivujeme podle ¢asu, dostaneme okamzitou rychlost
a dalsi derivaci okamzité zrychleni:

v(t) = —Awsin (wt + ), a(t) = —Aw? cos (Wt + ).

Znaménko minus znaci opa¢nou orientaci vuci sméru osy x. Kdyz si zanalyzujeme jednu
periodu, tak pro wt + ¢ = 0 je téleso v uvrati, tj. dosdhlo maximalni vychylky A a
m4 nulovou rychlost. Zaroveii na néj ptsobi nejvétsl zrychleni ap., = Aw?, které téleso
nejdiiv zpomalovalo az do zastaveni a nasledné ho bude urychlovat opacnym smérem. Pro
wt + ¢ = 7/2 prochézi téleso rovnovaznou polohou xy maximalni rychlosti vy, = Aw,
zrychleni je nulové (a = 0). Za ctvrt periody je téleso v druhé uvrati (xr = —A) a za dalsi
¢tvrt periody bude téleso prochézet opét rovnovaznou polohou maximalni rychlosti.

7 této analyzy je patrné prelévani kinetické a potencialni ener-
gie. Kinetickd energie se opét spocita podle vzorce Fy = %mv(t)Z.
MaximaIni hodnoty nabyvé v rovnovézné poloze, Eymax = 3mA%w?.
V piipadé potenciondlni energie kyvadla zustava vzorec £, = mgh,
kde h je vyskovy rozdil télesa v rovnovazné poloze a v uvrati.
U pruzinu se potencidlni energie ukryva v natazeni (stla¢eni) pruziny,
pficemz E, = skz(t)®. Tedy v rovnovézné poloze je nulovd a ma-
ximalni je v tvrati, Epmax = %k‘AQ.

34



Kmitavé pohyby lze séitat (spojend kyvadla nebo pruziny). Pokud se skladaji stej-
nosmérné kmity, tak se jednoduse sectou vychylky, z(t) = z1(t) + z2(t). Napriklad,
secteme-li dva stejnosmérné kmity se stejnou frekvenci

x1(t) = Aj cos (wt + ¢1),

bude mit vysledné kmitani tvar

Z téchto dvou rovnice plyne, ze

Acosp = Ay cospy + As cos o

a

To(t) = Ay cos (Wt + ¢3),

Aj(coswt cos g1 — sinwt sin @) + As(cos wt cos g — sinwt sin )
cos wt( Ay cos p1 + Ag cos y) — sinwt( Ay sin ¢ + Ag sin y),
A cos (wt + @) = A coswtcosp — A sinwt sin .

Asinp = Ajsin p; + Ay sin ps.

Pokud obé rovnice umocnime a se¢teme, dostaneme vyslednou amplitudu. Pokud rovnice
podélime, tak ziskame pocatecéni fazi slozeného kmitani:

A= A2+ A3+ 24, As cos (g1 — 2),

PO piaidrdl
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; Aqsin g + Ay sin s
an p = )
? Aj cos 1 + As cos o

V pripadech nestejnosmérného kmitani
to uz musime fesit vektorové v plose, popr.
v prostoru. Trajektorii télesa muzeme jed-
noduse zjistit tak, ze spocteme soutradnice
télesa v jednotlivych okamzicich pe-
riody kmitu. Pokud se skladaji dva
kolmé kmity se stejnou frekvenci, potom
vysledny pohyb télesa bude obecné elip-
sou. V zavislosti na velikostech amplitud
a rozdilu fazi muze elipsa zdegradovat na
kruh popiipadé tusecku, viz prvni tadek
obrazku. Skladaji-li se dva kolmé kmity
rozdilnych frekvenci, jsou trajektorii télesa
tzv. Lissajousovy krivky.



10.1 Piiklad K.97/2

Jak se bude pohybovat kulicka o hmotnosti m spusténd z povrchu Zemé do tunelu
prochazejiciho jeho stfedem s nulovou pocateéni rychlosti, vime-li, ze sila pusobici na
kulicku uvnitt Zemé je pifimo imérna vzdalenosti kulicky od stfedu Zemé a je orientovana
do jejiho stredu. Urcete cas, za ktery se kulicka dostane z povrchu Zemé do jejiho stredu
a rychlost pruchodu kulicky stfedem Zemé. Pocitejte s polomérem Zemé Ry = 6 378 km.

Vysledek ¢ =1254.55~ 21 min, v~ 7986ms""

10.2 Priklad K.100/5

Jaka je frekvence netlumeného harmonického pohybu hmotného bodu o hmotnosti m =
2kg, je-li amplituda kmiti A = 10cm a celkova energie hmotného bodu je pii tomto
pohybu 1J7

Vysledek f = %Hz ~ 1.59 Hz

10.3 Priiklad K.102/7

Urcete amplitudu a fazovou konstantu vysledného harmonického pohybu, ktery vznikne
slozenim dvou stejnosmérnych kmitt y;(t) = Aj cos (wt + ¢1) a ya(t) = Az cos (wt + ¢2),
kde A; = Ay = 50mm, ¢ = 30° a ¢y = 60°.

Vysledek A =~ 96.5mm, ¢ = 45°

10.4 Piiklad K.117/15

Urcete amplitudu harmonického pohybu, ktery vznikne slozenim dvou stejnosmérnych
kmitavych pohybt se stejnou periodou a s amplitudami A; = 3cm a Ay = 5cem, kdyz je
rozdil jejich fazi roven 60°.

Vysledek A =T7cm

10.5 Ptiklad K.103/9, 117/7

Najdéte trajektorii pohybu, ktery vznikne slozenim dvou navzajem kolmych kmitavych
pohybu se stejnymi periodami,

a) se stejnymi amplitudami o velikosti 5 cm a fédzovym rozdilem /2,
b) s amplitudami o velikostech A; = 7cm a Ay = 4 cm a nulovym fazovym rozdilem,

c¢) s amplitudami o velikostech A; = 5cm a As = 3cm a fazovym rozdilem 7.

Vysledek a) Pohyb v kruhu se stfedem v pocatku a o poloméru A po sméru hodinovych
rucicek. b) Téleso kmita na tsecce prochdzejici po¢dtkem mezi body (7,4) a (=7, —4). c)
Téleso kmitd po tsecce prochdzejici pocatkem mezi body (5, —3) a (=5, 3).
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10.6 Piiklad K.113/1

Hmotny bod kona harmonicky pohyb kolem bodu zy = Om. V ¢ase ¢ = 0s ma nulovou
rychlost a polohu z; = 3.7 x 1072 m. Je-li frekvence pohybu f = 0.25 Hz, najdéte:

a) periodu pohybu T, d) vychylku a rychlost v libovolném ¢ase,
b) kruhovou frekvenci w, e) amplitudu rychlosti a zrychleni.
¢) amplitudu A

Vysledek a) T =4s,b)w=rm/2rads !~ 1.57rads™!, ¢) A=3.7x10"3m,

d) z = 3.7cos (7t/2) mm, v = —1.857 sin (7¢/2) mm s,
€) Vmax = 1.85mmms™ & 5.8mms™!, apax = 0.92572 mm/s? ~ 9.1 mm/s?

10.7 Priklad K.113/2

V ¢ase t = 0s je vychylka télesa y(0) = 4.3 cm a jeho rychlost v(0) = 3.2m s~ . Hmotnost
télesa je m = 4kg a jeho celkova energie je E = 79.5J. Napiste vztah pro zavislost
vychylky na case a vypoctéte drahu télesa za dobu 0.4s od zacatku pohybu.

Vysledek y(t) ~ 5.0cos (126.1¢ + 0.53) cm, s = 1.6m

10.8 Priklad H.145/234

Urcete amplitudu a fazovou konstantu netlumeného harmonického pohybu hmotného
bodu po piimce, kdyz hmotny bod v ¢ase ¢ = 0s mé vychylku z(0) = 5cm, rychlost
v(0) = 20cms™! a frekvenci pohybu f = 1Hz.

Vysledek A~ 5.93cm, p ~ —32.5°

10.9 Priklad K.113/3

Téleso kmita harmonicky s amplitudou A a kruhovou frekvenci w. Pti které vychylce je
jeho energie kineticka rovna jeho energii potencialové?

Vysledek g amplitudy od rovnovazné polohy (jedno na jakou stranu)

10.10 Priklad H.117/16

Hmotny bod koné dva harmonické kmitavé pohyby v jednom sméru, které jsou popsany
rovnicemi:

y1(t) = Asin (wt), y2(t) = Asin (2wt).

Urcete maximalni rychlost hmotného bodu.

Vysledek vy, = 3Aw
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10.11 Priklad H.147/236

Horizontalni deska kond harmonicky pohyb ve
vertikalnim sméru s amplitudou A = 0.75m.
Jakd muze byt maximalni frekvence kmitani
desky, aby se zavazi, které je volné ulozené na
desce, od ni neoddélilo? Predpokladejme gra-

vita¢n{ zrychleni g = 9.81ms2.

Vysledek fu ~ 0.58 Hz i ——

10.12 Piiklad H.160,/256 Y

Na horizontalni desce lezi zavazi o hmotnosti m = 0.3 kg. Deska kona harmonicky pohyb
ve vertikalnim sméru s periodou 7' = 0.5s a amplitudou A = 3cm. Jakou nejvétsi silou

Fax tlaci zdvazi na desku? Piedpoklddejme gravitacni zrychleni g = 9.81 ms2.

Vysledek F.. ~4.36N

10.13 Piiklad H.160/254

Horizontalni deska kond harmonicky pohyb ve vodorovném sméru s periodou 7" = 5s.
Zéavazi lezici na desce se po ném zacne klouzat v okamziku, kdy amplituda kmitu je zvySena
nad hodnotu 5cm. Jaky je koeficient tfeni mezi zavazim a deskou? Predpokladejme gra-

vitaéni zrychleni g = 9.81ms~2.

Vysledek f & 0.008

- B g W
& = 2 p 5029 52w

Ptistroj pro vykreslovani Lissajousovych obrazcu (J. Pauk, M. Krémar)
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11 VlInéni

Pokud je kmitajici ¢dstice néjakym zpusobem spojena s dalsimi ¢asticemi, potom se kmi-
tavy pohyb prendsi i na dalsf ¢dstice. Sifeni kmitdn{ mezi ¢ésticemi se nazyvé vinéni.
VInéni muze mit mnoho podob, naptiklad viny na vodni hladiné. Hodné znamé jsou zvu-
kové viny, které se $iti ve vzduchu, ve vodé i v kovu. Rychlost §ifeni je imérna sile vazby
molekul, tedy ve vzduchu je nejpomalejsi a v kovu nejrychlejsi. Obecné mohou castice
kmitat ve vSech smérech. Pokud kmitaji ve sméru §ifeni, potom vlnéni oznacujeme za
podélné, pokud je kmitani kolmé na smér Siteni, nazyvame ho pri¢né. Pokud se smeér
kmitani ¢astic zachovava, mluvime o tzv. polarizované vlné. Svétlo je téz vlnou, kde
kmita elektrické a magnetické pole. Je to jediné vInéni, které se muze sifit i v iplném
vakuu.

!
I I
| [
l'“m
Fﬁ____—o—"__:-ﬂ"
a o, - —

S T

Obré;zek 2 V]eVO pfféné, VpI‘aVO pOdélné Vlnéni Zdroj http://radek.jandora.sweb.cz/f11.htm

Vinéni mé par parametru shodnych s kmitdnim: periodu 7', frekvenci f a thlovou
frekvenci w. Nové se definuje vlnova délka A\ [m] jako nejmensi prostorova vzdélenost
dvou bodt, které maji stejnou fazi. Vinova délka je nepifimo timérnd vlnovému cislu
k=2

Castice kmitaji kolem svych rovnovaznych poloh, pohybuje se misto, kde maji castice
urcitou fazi. Tato fazova rychlost predstavuje rychlost siteni viny, resp. siteni jeji faze,

Casoprostorova zavislost néjaké veli¢iny spojené s vlnénim mé zgvislost ve tvaru f(vst—x).
Pti siteni vin plati Huygensiv prin- ;
cip, vlny mohou interferovat (sklddat se),
ohybat se na prekazkach velikosti srovna-
telnych s vlnovou délkou a lamat podle
Snellova zakona
sin o _vn

sinf8 v’

kde « je thel dopadu viny na rozhrani, S
uhel lomu a vf 5 jsou fazové rychlosti sifent
viny v obou prosttedich.
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Doppleriv jev popisuje zménu frekvence vlnéni
v pripadé, pokud se pohybuje vysila¢ nebo piijemce.
V piipadé pohybu zdroje vlnéni (zvuku, svétla) o frek-
venci fy bude prijimac slyset/vidét frekvenci

(%3
vp+ v’

f=to

kde v je rychlost pohybu zdroje, pti priblizovani zaporn4,
pti vzdalovani kladna. Pokud se pohybuje prijimac rych-
losti v, potom se frekvence posune podle vzorce

Vs + v
f:f(] )

(%3

tentokrat bude znaménko rychlosti zdroje v kladné v ptripadé priblizovani a zaporné pfti
oddalovani.

11.1 Piiklad K.122/3
1

Vlna o frekvenci f = 500 Hz méa fazovou rychlost v = 350 ms™".
a) Jak jsou od sebe vzdaleny dva body prostiedi, lisi-li se jejich faze o 60°7

b) Jaky je fazovy rozdil mezi dvéma vychylkami téhoz bodu po uplynuti ¢asu t = 1 ms?
Vysledek a) 11.6 cm, b) ¢ = wrad

11.2 Piiklad K.125/7

Pod jakym nejvétsim thlem muze dopadat zvukova vlna na rozhrani vzduchu a vody,
mé-li proniknout do vody? Pii dané teploté je rychlost zvuku ve vzduchu v; = 340ms~!
a ve vodé vy = 1450 ms~".

Vysledek «,, = 13.56°

11.3 Priklad K.128/11

Pistala lokomotivy vydava tén o frekvenci f = 450 Hz. Jede-li lokomotiva kolem pozo-
rovatele rychlosti v = 72km/hod, jaky tén pozorovatel uslysi pii piijezdu a pii odjezdu
lokomotivy? Jak by se frekvence zménily, pokud by pisfala byla staticka a pohyboval se

pozorovatel? Rychlost zvuku za danych podminek je 340 ms~!.

Vysledek

pohyblivé pistala — pifjezd f ~ 478 Hz, odjezd f = 425 Hz
statickd pistala — pifjezd f ~ 476 Hz, odjezd f ~ 424 Hz
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12 Mechanika kontinua

Latkové mnozstvi n [mol| je relativni veli¢ina definovana jako podil poctu castic N
(atomt, iontu, molekul atd.) ku Avogadrové konstanté N. Latkové mnozstvi lze vyjadrit
i jako podil hmotnosti m a molarni hmotnosti M, nebo objemu V' a molarniho objemu

Vin,
N m V
"TNA T My Vi
Molérni hmotnost atomu je sou¢inem relativni atomové hmotnosti A, (najdete v peri-
odické tabulce prvku), atomové hmotnostni konstanty m, a Avogadrova ¢isla, M,, =
ArmyNa. V pripadé molekul se se¢tou molarni hmotnosti vsech atomu. U plynu pozor,
vétsinou tvori dvouatomové molekuly, napt. O,.

Stavova rovnice idealniho plynu

Stavova rovnice vznikla syntézou a zobecnénim jiz znamych zdkonitosti chovani plynu,
pozdéji byla odvozena z termodynamiky. Spojuje dohromady tlak, objem, teplotu a latkové
mnozstvi plynu,
m
V =nRT = —RT
p Mm )
kde R = kgNa se nazyva molarni plynova konstanta.
Daltonuv zakon nam 1ikd, ze ihrnny tlak plynné smési je roven souc¢tu parcialnich
tlaku jednotlivych slozek, p = 3=, p;.

Maxwellovo rozdéleni rychlosti

4,0x10°
Molekuly plynu se kvuli neustalym srazkam po- f(Ws mi" | 10K
hybuji ruznymi rychlostmi a sméry. V roce 1860 30x10°) N M=28
odvodil Maxwell pravdépodobnostni rozlozeni
pro rychlosti, které ale neni symetrické. Proto
20x10°+ T=208K

rychlost wv,, kterd se vyskytuje s mnejveétsi
pravdépodobnostl' je ruzna od stfedni aritme-
tické (v) a stfedni kvadratické (vy) rychlosti, 1,0x10°

2RT _ [8RT _ BRT el
v = M, Uk = Mirn v,V

T=3MK

i
v 1x10° 210°
v/ms'

Dosazenim stredni kvadratické rychlosti do rovnice pro kinetickou energii ¢astic dostaneme
predpis pro stiedni kinetickou energii translacniho pohybu N molekul plynu,

1 3 m
Wi = -mvi = ~——RT = NkT.
KT T 9, B
Atomovéa hmotnostni konstanta m, = 1.661 x 107*" kg
Avogadrova konstanta Nx = 6.02217 x 102 mol ™!
Boltzmanova konstanta kg =138 x 1072 JK!
Molarni plynova konstanta R =8314K 'mol™!
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12.1 Piiklad Ho.19/3a

Urcete molarni hmotnost plynu, ktery je smési 160 g kysliku a 120 g dusiku. Uvazujte, ze
relativni atomova hmotnost kysliku je 16 a dusiku 14.

Vysledek M, ~ 30.15gmol !

12.2 Piiklad Ho.19/3b

Urcete hustotu smési plynu, ktera obsahuje 4 g vodiku a 32 g kysliku pii teploté 7°C a
tlaku 9.33 x 10% Pa. Uvazujte, Ze relativni atomova hmotnost vodiku je 1 a kysliku 16.

Vysledek p = 0.481kg/m3

12.3 Piiklad Ho.21/9

V nddobé o objemu 2m? je pii teploté T = 100°C a tlaku p = 4 x 10° Pa smés kysliku
O, a oxidu sifi¢itého SO,. Vypoctéte parcidlni tlaky obou plynu, jestlize hmotnost oxidu
siticitého v nadobé je 8 kg. Uvazujte, ze relativni atomova hmotnost kysliku je 16 a siry
32.

Vysledek pgo2 ~ 1.938 x 10° Pa, pos ~ 2.062 x 10° Pa

12.4 Piiklad Ho.20/3a

Urcete stiedni kvadratickou rychlost molekul kysliku O, pii teploté T' = 132 °C. Uvazujte,
ze relativni atomova hmotnost kysliku je 16.

Vysledek vy ~ 561.8ms~!

12.5 Piiklad Ho.20/3b

Urcete stfedni kvadratickou rychlost molekul hélia Hes pii teploté T' = 0.1 K. Uvazujte,
ze relativni atomova hmotnost hélia je 2.

Vysledek vy ~ 25.0ms™!

12.6 Piiklad Ho.20/2

Vypoctéte stiedni kinetickou energii posuvného pohybu molekuly plynu pfi teploté 7' =
1000°C.

Vysledek Wy ~ 2.6 x 1072°]
PS: Jeden mol plynu by mél kinetickou energii N krat vétsi, Wy ~ 15.87kJ.
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